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Predgovor

Ovaj tekst predstavlja skriptu za obavezni kurs ,,Prevodenje programskih jezika”, na 3.
godini smera Informatika na Matematickom fakultetu Univerziteta u Beogradu. Skripta
je koncipirana na osnovu beleski sa ¢asova predavanja odrzanih od strane Filipa Mari¢a u
akademskoj 2016/2017. godini. Skripta je prate¢i materijal pre svega studentima koji ovaj
kurs slusaju u okviru svojih studija, ali i svima Vama koji biste zeleli da se upoznate sa
ovom tematikom. Ovaj materijal ne moze zameniti pohadanje ¢asova predavanja i vezbi
na navedenom kursu, niti drugu preporucenu literaturu.

Kao i svaki nerecenzirani materijal ovog tipa, i ovaj tekst je podlozan propustima u njego-
vom pripremanju. Ukoliko ste pazljivi ¢italac ove skripte, i ukoliko uocite bilo kakvu gresku,
mozete se javiti autorima putem elektronske poste na adresu nikola_ajzenhamer@math.rs.
Potrebno je da u naslovu elektronske poruke stavite tekst ,,[PPJ] Skripta” Svi komentari,
sugestije, kritike, ali i pohvale vezane za ovaj materijal su dobrodosli.

Autori


http://www.matf.bg.ac.rs/~filip
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O prevodenju programskih jezika

(1.‘

™

Uvodno poglavlje ove skripte posveéeno je upoznavanjem ¢itaoca sa osnovnim pojmovima
i procesima pri prevodenju programskih jezika. Citalac ima priliku da se upozna sa ovim
procesom iz najsireg posmatranog ugla, kako bi se u daljim poglavljima ta znanja produ-
bljivala.

Na pocetku poglavlja prikazujemo proces kompiliranja kroz dve etape i njihovih faza, a
zatim se nesto detaljnije upoznajemo sa elementima svake od faza. Ipak, akcenat ove
skripte je stavljen na prvu etapu, te se zbog toga njoj pridodaje vise znacaja.

Proces kompiliranja

Da bismo uspesno resili odgovarajuéi problem u poslovnom domenu, potrebno je da spe-
cifikujemo problem koriste¢i odgovarajuéi jezik. Za komunikaciju sa ljudima koristimo
prirodni jezik (ili samo jezik). Medutim, ra¢unari (jo$ uvek) nisu sposobni da razumeju
jezik na nacin na koji ga ljudi razumeju. Zbog toga, potrebno je odabrati jezik koji oni
mogu da razumeju, a zatim je neophodno zapisati nas problem u terminima odabranog
jezika. Racunari su sposobni da razumeju masinski jezik, medutim, za ljude je Cesto te-
sko definisati problem iz poslovnog domena u terminima masinskog jezika. Umesto toga,
osmisljeni su specijalni jezici koji se mogu koristiti u komunikaciji sa ra¢unarima.

Definicija 1.1.1 — Visi programski jezik (programski jezik). Visi programski jezik (nadalje
samo programski jezik) je vestacki jezik za opis konstrukcija koje mogu biti prevedene
u masinski jezik i izvrSene od strane racunara.

Kao $to moramo da nauc¢imo pravila, na primer, engleskog jezika da bismo uspesno komu-
nicirali sa ljudima pomoéu njega, tako isto moramo da nauc¢imo pravila za komunikaciju
koriséenjem programskih jezika. Svaki jezik definiSe svoja pravila, te se prvo upustamo u
odabir programskog jezika i ucenje njegovih pravila.
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Nakon odabira programskog jezika sledi zapisivanje problema iz poslovnog domena u ter-
minima odabranog programskog jezika. Programske instrukcije koje nastaju na ovaj nacin
se najcescée ¢uvaju u datotekama na sistemu datoteka i ¢ine izvorni kod.

I Definicija 1.1.2 — lzvorni kod. Izvorni kod Cini niz naredbi zadatog programskog jezika.

Medutim, napisani izvorni kod se ne moze izvrsiti na racunaru jer, kao sto smo rekli,
racunari razumeju samo instrukcije masinskog jezika. Zbog toga se izvorni kod podvrgava
procesu prevodenja, ¢ime se dobijaju datoteke koje sadrze masinske instrukcije.

Definicija 1.1.3 — lzvr$ni kod. Izvrsni kod ¢ini niz instrukcija masinskog jezika datog
procesora.

Definicija 1.1.4 — Program (aplikacija). Program ili aplikacija predstavlja datoteku na
sistemu datoteka koja sadrzi izvrsni kod.

Definicija 1.1.5 — Programski prevodilac, kompiliranje. Programski prevodilac ili jezicki
procesor je program koji ¢ita izvorni kod, obraduje ga i prevodi u izvrsni kod, ¢ime
se omogucava izvrsavanje programa. Proces prevodenja izvornog koda u izvrsni kod
poznat je pod nazivom kompiliranje'.

Nakon uspesnog kompiliranja, korisnik moze odgovaraju¢om komandom da instruise opera-
tivnom sistemu da pokrene prevedeni program, ¢ime se dobija reSenje polaznog problema.

Kao sto vidimo, programski jezici i programski prevodioci predstavljaju veoma moéne
alate kojima mozemo resavati najrazli¢itije probleme iz poslovnog domena. Medutim,
nisu svi programski jezici jednako moc¢ni i uporedivanje programskih jezika radi odabira
konkretnog u kojem ¢ée polazni problem biti zapisan moze predstavljati mukotrpan posao.

Sa druge strane, u nekim poslovnim primenama postoji primena za definisanjem novog
jezika kojim se resavaju postavljeni problemi. Razlozi za ovo mogu biti razni, a najveci
broj njih dolazi iz specificnosti samog domena u kome se problem razmatra. Zbog toga,
razumevanje procesa kompiliranja donosi sa sobom potrebna znanja za konstrukciju i
implementaciju ovakvih jezika.

Definicija 1.1.6 — Jezici poslovnih domena. Programski jezici koji su konstruisani sa
ciljem resavanja problema u nekom konkretnom domenu se nazivaju jezici poslovnih
domena (engl. domain-specific language).

Neki primeri jezika poslovnih domena su: Mathematica (jezik za definisanje i resavanje
matematickih problema), UML (jezik za definisanje i resavanje problema u razvoju sof-
tvera), makefile (jezik za definisanje i reSavanje problema kompilacije drugih programskih
jezika) i dr.

Uvodenjem jezika poslovnih domena u diskusiju, pojam programskih prevodilaca ne mora
nuzno da se odnosi na kompiliranje programskih jezika radi dobijanja programa koji se
izvrsava, ve¢ moze ukljucivati bilo kakav procesor tekstualnog sadrzaja. Zbog toga je teo-
rija koja stoji u pozadini procesa kompiliranja veoma znacajna, cak i izvan konteksta visih
programskih jezika. Naravno, mi ¢emo vise govoriti o principima prevodenja programskih
jezika, ali svi koncepti o kojima budemo diskutovali se mogu primeniti i na jezike poslovnih

ITermini engleskog jezika compilation i compiler poticu iz latinskog jezika, te zbog toga u ovoj skripti
koristimo termine kompiliranje (eventualno, kompilacija) i kompilator. Nasuprot ovome, u svakodnevnoj
upotrebi su termini kompajliranje i kompajler uveliko postali dominantniji.
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domena, uz malo ili ¢ak nimalo izmena.

Vrste programskih prevodilaca. Etape kompiliranja.

Kao $to smo veé rekli, da bismo mogli da resimo problem iz poslovnog domena koji je
zapisan u terminima nekog programskog jezika, potrebno je prvo da izvorni kod prevedemo
u izvrsni kod, a zatim je potrebno da ucitamo izvrsni kod ¢ime se kreirani program izvrsava
i izraéunava resenje datog problema. U naéinu na koji programski prevodioci izvrsavaju
ove dve faze, svi programski prevodioci mogu se podeliti u dve vrste:

1. Kompilatori su programski prevodioci kod kojih je jasna razlika izmedu faze prevode-
nja i faze izvrSavanja. Izvorni kod se prvo prevede u izvrsni kod, a zatim se dobijeni
kod izvrsava uc¢itavanjem u memoriju i izvrsavanjem instrukcija. Jedna od prednosti
ovog pristupa jeste u optimizaciji koda pre faze izvrsavanja, ¢ime se dobija na brzini
u fazi izvrSsavanja. Kompilatori se najc¢esée koriste u programskim jezicima kao sto
su C, Java?, C++ i dr.

2. Interpretatori su programski prevodioci kod kojih su faza prevodenja i faza izvr-
Savanja isprepletane, i vrlo Cesto ne postoji fizicka materijalizacija prevodenja u
vidu izvrsnog koda zapisanog u datoteku na fajl sistemu koji se ucitava u memo-
riju. Umesto toga, interpretatori ¢itaju ceo izvorni kod instrukciju-po-instrukciju,
kreiraju neku vrstu medukoda i izvrsavaju instrukcije medukoda. Jasno je da je ova-
kav nacin izvrsavanja programa sporiji, ali doprinosi boljoj dijagnostici problema,
upravo zato Sto izvrSavaju program naredbu-po-naredbu. Interpretatori se najcesce
koriste u programskim jezicima kao sto su: JavaScript, Haskell, Python i dr.

Sada kada smo razumeli postojanje razli¢itih vrsta programskih prevodilaca, upoznajmo se
sa procesom kompiliranja. Kao Sto smo nagovestili, kompiliranje predstavlja kompleksan
proces koji se sastoji od nekoliko faza. Raazlicite literature definisu ove faze razli¢itom
granularnoséu, najceSée uzimajuéi u obzir opsirnost materijala koji se izvodi kao i koji
elementi ovog slozenog procesa imaju najveéi fokus. Ovakav pristup ¢e biti usvojen i u
ovoj skripti, te ¢éemo dati najopstiji pogled na ovaj proces, koji je prikazan na slici 1.1. U
opsStem slucaju, faze kompiliranja mogu se podeliti u dve etape:

1. Etapa analize, koja ima za cilj da od izvornog koda kreira neku vrstu medureprezen-
tacije koda. Medureprezentacija koda (engl. intermediate representation) predstavlja
veliki broj struktura podataka koji predstavljaju apstrakciju izvornog koda i sluze
za izvor informacija o samom kodu. Da bi se ova reprezentacija uspesno kreirala,
izvorni kod se prvobitno analizira i ispituje se da li je napisan u skladu sa program-
skim jezikom. Ono Sto karakteriSe etapu analize jeste Sto je ista i za kompilatore i
za interpretatore. Elementi ove etape su veoma dobro opisani u teoriji. Ovu fazu
izvrsavaju elementi prevodioca koji ¢ine tzv. prednji deo prevodioca (engl. front end).
Deli se na tri faze:

(a) Leksicka analiza.
(b) Sintaksicka analiza.
(c) Semanticka analiza.

2Preciznije, Java programski prevodilac kombinuje kompiliranje i interpretiranje. Java izvorni kod se
prvo kompilira, ali ne u izvrsni, ve¢ u medukod koji se naziva bajtkod. Zatim se taj bajtkod interpretira
od strane Java virtualne masine. Prednost ovoga se ogleda u tome da bajtkod kompiliran na jednoj masini
moze biti interpretiran na nekoj drugoj masini (naravno, druga masina mora da podrzava izvrSavanje Java
izvrsnih programa).
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2. Etapa sinteze, koja ima za cilj da od medureprezentacije koda kreira program. Sin-
teza koda predstavlja proces koji uzima u obzir izlazni jezik, koji je najcesée masinski
jezik ili asemblerski jezik, arhitekturu racunara na kojoj se vrsi prevodenje, okruze-
nje pod kojim se izvrsava i dr. Ovu fazu izvrsavaju elementi prevodioca koji ¢ine
tzv. zadnji deo prevodioca (engl. back end). Deli se na tri faze:

(a) Generisanje medukoda.
(b) Optimizacija medukoda.
(c¢) Generisanje izvrsnog koda.

Izvorni
kod

__________________________________________________________

Etapa analizé:
L Leksicka .| Sintaksicka .| Semanticka
analiza analiza analiza

1
1
1
1
1
1
1
1

(\"Me{i ureprez'éﬁ?tgéi'jré)
C koda D

_________________________________________________________

4 Etapa sintezé:
E L Generisanje .| Optimizacija .| Generisanje :
: medukoda koda izvrSnog koda !
Y
lzvrsni
kod

Slika 1.1: Graficki prikaz procesa kompiliranja.

Tako su sve faze kompiliranja podeljene na navedene dve etape, one ipak nisu u potpunosti
izolovane. U ovom trenutku samo napominjemo strukturu podataka koja se naziva tablica
simbola (engl. symbol table) koja zapocinje svoju izgradnju veé u fazi leksicke analize, a
koja ima svoju ulogu u kasnijim fazama, ¢ak i u fazi generisanja izvrsnog koda.

Takode, napomenimo da je moguée koristiti isti prednji deo prevodioca sa razli¢itim zad-
njim delovima. Na primer, analiziranje C koda se vrsi na isti nac¢in bez obzira na kojoj
se platformi kod kompilira, ali se koriste razli¢iti zadnji delovi za razlicite operativne si-
steme. Sli¢no tome, moguce je koris¢enje razli¢itih prednjih delova sa istim zadnjim delom.
Na primer, razvojno okruzenje .NET dozvoljava pisanje koda u C#, F# ili Visual Basic
programskim jezicima, i za njih ima razlicite prednje delove, ali svi oni se apstrahuju na
zajednicki medukod koji se dalje sintetiSe na isti nacin koriséenjem jedinstvenog zadnjeg
dela.

Diskutovali smo o procesu prevodenja programa napisanih u nekom programskom jeziku.
Za ovaj proces nam je bio potreban softver koji smo nazvali programski prevodilac. Me-
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dutim, validno je postaviti pitanje u kom jeziku programiramo kompilator i da li nam je
ta odluka vazna ili ne. Zanimljivo je razumeti da se kompilatori vrlo ¢esto piSu u onim
jezicima koje oni prevode. Na primer, kompilator Clang za programski jezik C++ ima
prednji deo koji je napisan u programskom jeziku C++, dok za zadnji deo koristi LLVM
kompilator koji je takode napisan u programskom jeziku C++. Ovo je moguce zbog toga
sto se za pisanje kompilatora koristi tehnika podizanja (engl. bootstrapping). U pitanju je
tehnika koja koristi neki drugi programski jezik (ali moze se koristiti i asembler) za pisanje
centralnog dela kompilatora, a zatim se taj centralni deo koristi za pisanje ostalih delova
kompilatora.

Medutim, ono $to treba razumeti jeste da efikasnost kompilatora da kreira program koji ¢e
se brze izvrsavati ne zavisi nuzno od vremena koje utrosi u fazi prevodenja. Drugim rec¢ima,
ne mora da znaci da ¢e jedan prevodilac kompilirati brzi program ukoliko je utrosio manje
vremena, za proces kompiliranja od nekog drugog prevodioca. Ceséa je situacija da, §to je
prevodilac bolje konstruisan, to on mora vise posla da uradi (tj. viSe vremena da potrosi)
prilikom faze kompiliranja, ali su zato programi koje on proizvodi brzi. Dakle, to ne znaci
da je neophodno da kompilatore piSemo u brzim programskim jezicima, ve¢ da ih pazljivo
konstruisemo. Naravno, savremeni kompilatori se ¢esto ipak piSu u brzim programskim
jezicima, kao sto su C i C++ kako bi se, pored ubrzanja izvrsavanja programa dobilo i na
ubrzanju u fazi prevodenja, odnosno, ubrzanju razvoja softvera.

Kao sto smo rekli, u ovoj skripti fokus je stavljen na etapu analize. Etapa sinteze predsta-
vlja proces kojim se u teoriji bavi , konstrukcija kompilatora”. Zbog toga ¢emo u nastavku
teksta paznju vise usmeriti na etapu analize.

Etapa analize programskih prevodilaca

Pre nego sto prevodilac moze da generise izvrsni kod, prednji deo se mora postarati o tome
da li je izvorni kod validan. Validnost izvornog koda se ogleda u tome da li prati pravila
koja su postavljena visim programskim jezikom. Ova pravila se sastoje od provera da li
sve ,reCi” izvornog koda cine ,re¢i” programskog jezika, da li su te ,re¢i” struktuirane
koris¢enjem pravila za formiranje ,recenica” u programskom jeziku, kao i da li formirane
,recenice” imaju validno znacenje. Ukoliko izvorni kod zadovoljava sve provere, onda se na
osnovu njega formira medureprezentacija, koja se dalje predaje zadnjem delu prevodioca.

Da bismo ovu diskusiju priblizili ¢itaocu, uvodimo naredni primer koda koji je napisan u
programskom jeziku C. Kroz ovaj primer ¢emo objasniti nacine na koje svaka od faza u
prednjem delu prevodioca obraduje dati kod, kao i predstaviti ulaze i izlaze za svaku od
faza. Pre nego sto prikazemo primer, uvedimo jednu definiciju.

Definicija 1.3.1 — Fragment koda. Uredeni pravi podskup multiskupa instrukcija izvor-
nog koda napisanog u nekom programskom jeziku koji (najcesée) ne moze samostalno
da se prevede nazivamo fragment koda (engl. code fragment).

Primer 1.1 U narednom tekstu koristimo naredni fragment koda napisan u programskom
jeziku C.

X = 2¥yl + 3;
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Osnovno o leksickoj analizi

Prilikom analiziranja ,,re¢i” izvornog koda, prevodilac koristi definiciju programskog jezika
i uporeduje da li ,,re¢i” na koje nailazi predstavljaju validne ,re¢i” u tom programskom
jeziku. U poglavlju 2 éemo se upoznati sa formalnim matematickim alatima kojima se
ovaj proces izvodi. Ovaj proces se naziva leksicka analiza.

Definicija 1.3.2 — Leksi¢ki analizator. Deo prevodioca koji obavlja zadatak leksicke ana-
lize naziva se leksicki analizator ili lekser (engl. lexer ili scanner).

Leksikologija prirodnih jezika je deo nauke o jeziku koji proucava rec¢i u njihovom svojstvu
osnovnih jedinica imenovanja. Sli¢no tome, leksicki analizator ¢ita karakter po karakter
iz izvornog koda i identifikuje celine koje nazivamo lekseme.

I Definicija 1.3.3 — Leksema. Leksema je najmanja samostalna jedinica leksickog sistema.

Primer 1.2 Lekseme koje mozemo izdvojiti iz primera 1.1 su sledece:

x| =l 2| x|yl + | 3| ;

Nakon identifikovanja leksema, svakoj od njih se pridruzuje odgovarajuca leksicka kate-
gorija, kao i jedinstvena odgovarajuca oznaka kategorije koja je pridruzena leksemi. Ta
oznaka naziva se token.

Definicija 1.3.4 — Token. Token (engl. token) predstavlja gramaticko obelezje ili kate-
goriju u programskom jeziku.

Svaka leksema mora da pripada nekom tokenu da bi bila prepoznata od strane leksera.
Primeri tokena u programskom jeziku C su: identifikator (imena promenljivih u izvornom
kodu), operator (ugradene operacije koje izracunavaju neke izraze), separator (specijalne
oznake za kraj izraza ili naredbe), razne doslovne vrednosti (brojevi, doslovne konstantne
niske, itd.) i dr.

Ne predstavljaju svi karakteri lekseme jezika. Na primer, lekseri veéina programskih
jezika ignorisu karaktere belina kao sto su razmaci, tabulatori i karakteri za predstavljanje
prelaska u novi red, kao sto je slucaj u programskim jezicima C, Java i C++. Medutim,
u nekim drugim programskim jezicima razmaci igraju vaznu ulogu, kao Sto je slucaj u
programskim jezicima Python i Go.

Primer 1.3 Nakon identifikovanja leksema u primeru 1.2, lekser dodeljuje naredne tokene
svakoj od prepoznatih leksemas:

o Lekseme x i y1 su identifikatori.

e Lekseme =, * i + su operatori.

o Lekseme 2 i 3 su doslovne brojevne vrednosti.
o Leksema ; je separator.

Nakon procesiranja izvornog koda od strane leksickog analizatora, izlaz iz ove faze pred-
stavlja sekvenca tokena. Ova sekvenca zatim predstavlja ulaz u narednu fazu prevodenja.
Napomenimo da iako leksic¢ki analizator operise sa izvornim kodom direktno, on ne vodi
racuna o tome da li je, na primer, neki identifikator promenljiva, funkcija, struktura i sl.

S obzirom da je ovo jedina faza u kojoj se operise direktno nad izvornim kodom, zadatak
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leksera jeste i da ¢uva informaciju o, na primer, nazivu identifikatora koji je prepoznao,
vrednosti doslovne brojevne vrednosti koju je prepoznao i sl. Ove vrednosti se mogu ¢uvati
kao, na primer, niske koje ¢e u kasnijim fazama biti pretvorene u odgovarajuée vrednosti.
Dodatno, struktura tokena se moze obogatiti vrednostima koje pokazuju na pocetak i kraj
reda i kolone u izvornom kodu u kojima poéinje, odnosno, u kojima se zavrsava prepoznata
leksema. Ove informacije mogu biti od znacaja za prikazivanje citljive poruke u slucaju
prepoznavanja greske prilikom bilo koje od faza analize.

Osim navedenih operacija, leksicki analizator odrzava i generiSse veoma vaznu strukturu
podataka koja se naziva tablica simbola. Ova tabela, koja se inicijalizuje tokom leksicke
analize, dopunjava se i koristi i u ostalim fazama.

Definicija 1.3.5 — Tablica simbola. Tablica simbola (engl. symbol table) je struktura
podataka u kojoj se, tokom etape analize, prikupljaju informacije o tipu, opsegu i
memorijskoj lokaciji identifikatora.

lako jednostavna, faza leksicke analize je veoma spora. Ovo potice otuda sto kompilator
jedino u ovoj fazi neposredno radi nad karakterskim niskama izvornog programa (dok se
ostale faze odvijaju nad tokenima). Prikaz procesa leksicke analize dat je na slici 1.2.

Izvorni LeKsiéki Sekvenca
kod analizator tokena

A

Tablica
simbola

Slika 1.2: Prikaz procesa koji izvrsava leksicki analizator, sa ulazima i izlazima.

Osnovno o sintaksickoj analizi

Slicno kao $to sintaksa prirodnog jezika proucava pravila koja odreduju kako se rec¢i kom-
binuju u recenice u datom jeziku, sintaksa programskih jezika predstavlja niz pravila koja
definisu kombinaciju tokena za koje se smatra da daju ispravno struktuiran fragment koda
u trazenom programskom jeziku.

Dakle, u sintaksickoj analizi se proverava da li su tokenizovane lekseme koje se dobijaju
iz faze leksicke analize sklopljene prateéi prethodno definisanu gramatiku programskog
jezika. U ovoj fazi, lekseme se postupno grupisu u gramaticke jedinice ili kategorije.

Definicija 1.3.6 — Sintaksicki analizator. Deo kompilatora koji obavlja zadatak sintak-
sicke analize naziva se sintaksicki analizator ili parser (engl. parser).

Prilikom grupisanja leksema u gramaticke jedinice, sintaksicki analizator zapocinje izgrad-
nju strukture koja ¢e do kraja etape analize prerasti u jednu od struktura podataka u
medureprezentaciji koda. Ova struktura podataka se naziva sintaksicko stablo.

Definicija 1.3.7 — Sintaksi¢ko stablo. Sintaksticko stablo (engl. parse tree) predstavlja
m-narno stablo u ¢ijim ¢vorovima se nalaze tokeni. Stablo je struktuirano tako da koren
svakog podstabla predstavlja osnovni element kojim se identifikuje jednu gramaticku
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jedinicu, a grane od korena svakog podstabla do njegovih naslednika oslikavaju preostale
elemente te gramaticke jedinice.

Primer 1.4 Izlaz iz leksickog analizatora za fragment koda iz primera 1.1 predstavlja
sekvenca tokena:

Identifikator(x) Operator(=) Broj(2) Operator(*) Identifikator(yl)

Operator(+) Broj(3) Separator(;)

U skladu sa definicijom programskog jezika C, ovo predstavlja validnu gramaticku jedi-
nicu. Prikazimo kako bi sintaksicki analizator programskog jezika C mogao da konstru-
iSe sintaksicko stablo.

Sintaksicki analizator programskog jezika C prepoznaje da ova sekvenca tokena pred-
stavlja naredbu dodele vrednosti promenljivoj, te u koren stabla postavlja recenic¢ni
konstrukt koji oznacava naredbu dodele — Dodela. Podstabla korena predstavljaju
podelemente ovog recenicnog konstruktra: (1) izraz sa leve strane kome se dodeljuje
vrednost, (2) oznaka operatora dodele i (3) vrednost koja se dodeljuje. Na osnovu
tokena, sintaksicki analizator za svaki ovaj element prepoznaje: (1) identifikator, (2)
karakter = i (3) izraz, i upravo ovo predstavljaju nove receni¢ne konstrukte koji se dalje
analiziraju.

Obratimo paznju na desnu stranu naredbe dodele koja predstavlja slozeni izraz. U
skladu sa prioritetima operatora, sintaksicki analizator prepoznaje kao operaciju sabi-
ranja, te se u koren desnog podstabla postavlja Izraz koji predstavlja sabiranje dva
operanda. Zasto je odabrana operacija sabiranja umesto mnozenja kada mnozenje ima
veci prioritet?

Dodela
] ]
v v v
Identifikator = Izraz
| ]
Y i Y i
X Izraz + Broj
| ]
i 4 i A 4
Broj * Identifikator 3
Y Y
2 yl

Slika 1.3: Sintaksicko stablo koje formira sintaksicki analizator prilikom obrade izraza
iz primera 1.1.

Razmislimo kako bismo izvrsili izracunavanje izraza u stablu. Mi u korenu nekog stabla
vidimo koja se operacija koristi (na primer, sabiranje), ali da bismo izvr§ili tu operaciju,
moramo da imamo izracunate vrednosti u podstablima. Ukoliko su operandi doslovne
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vrednosti, ovo je moguée uraditi. Medutim, u opstem slucaju, operandi ne moraju
biti doslovne vrednosti, ve¢ mogu biti memorijske lokacije ili rezultati izracunavanja
funkcija. Zbog toga, prvo je potrebno izracunati vrednosti u podstablima da bismo mogli
da izracunamo vrednost u korenu. Rekurzivnim primenom ovog pravila dolazimo do
¢injenice da se izracunavanje vrsi od listova (u kojima su smestene konkretne vrednosti)
ka korenu. Zbog toga, operacije koje imaju visi prioritet moraju se nalaziti na vecoj
dubini stabla.

Opisani postupak se dalje primenjuje dok se ne obradi svi tokeni ¢ime se kreira sintak-
sticko stablo koje je dato na slici 1.3.

Primer 1.5 Neka je dat naredni fragment koda u programskom jeziku C:

2*yl = x + 3;

Primer 1.6 Izlaz iz leksickog analizatora za fragment koda iz primera 1.5 predstavlja
sekvenca tokena:

Broj(2) Operator(*) Identifikator(yl) Operator(=) Identifikator(x)
Operator(+) Broj(3) Separator(;)

Leksicki analizator je prepoznao sve lekseme kao ispravne i proces leksicke analize je
prosao bez gresaka.

Nakon sto sintaksicki analizator dobije datu struju tokena kao ulaz, prilikom analiziranja
naredbe dodele, sintaksticki analizator prepoznaje da izraz sa leve strane izraza dodele
sadrzi binarni operator, Sto nije dozvoljeno gramatikom programskog jezika C. U tom
slucaju, sintaksicki analizator bi prijavio gresku, ¢ime bi se ceo proces kompilacije zavrsio
neuspesno, sto je i ocekivano.

Dajemo jos jedan, ne znacajno komplikovaniji primer fragmenta koda, ovog puta u pro-
gramskom jeziku C++, pomoéu koga su prikazani procesi leksicke i sintaksicke analize.

Primer 1.7 Neka je dat naredni fragment koda u programskom jeziku C++ (verzija

C+417):

if(int x = f(0); x > 3) {
X =X+ 1;

}

Primer izlaza leksickog analizatora bi mogla predstavljati naredna sekvenca tokena:

KljucnaRec(if) Zagrada(() Tip(int) Identifikator(x) Operator(=)
IdentifikatorFunkcije(f) Zagrada(() Broj(0) Zagrada()) Separator(;)
Identifikator(x) Operator(>) Broj(3) Zagrada()) Zagrada({)
Identifikator(x) Operator(=) Identifikator(x) Operator(+)

Broj (1) Separator(;) Zagrada(})

Primer izlaza sintaksickog analizatora bi moglo predstavljati sintaksicko stablo:
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Slika 1.4: Sintaksicko stablo koje formira sintaksicki analizator prilikom obrade izraza
iz primera.

Prepoznavanje sintaksicke strukture izvornog koda direktno utice na kreiranje struktura
podataka koje se koriste u kasnijim fazama prevodenja. Cesto se sintaksa programskog
jezika (preciznije, neki njegovi delovi) mogu definisati na vise nacina, usled ¢ega se moze
dobiti razli¢ito sintaksicko stablo. Zbog toga se cesto za proces prevodenja kaze da je
sintaksno-vodeno. Konceptom sintaksno-vodenog prevodenja se omogucuje da je konstruk-
cija izvrsnog jezika ekvivalentna izvornom jeziku. Ovo je vazna napomena jer, u slucaju
da nemamo ovo osiguranje, doslo bi do narusavanja prvog osnovnog principa prevodenja:

Prevodilac mora da ocuva znacenje programa koji se prevods.

Kao sto se lekser ne bavi sintaksom programskog jezika, tako se i parser ne bavi znacenjem
reCeni¢nih formi, odnosno, semantikom programskog jezika. Prikaz procesa sintaksicke
analize dat je na slici 1.5.

Tablica
simbola

Sekvenca Sintaksicki Sintaksi¢ko
tokena analizator stablo

Tablica
simbola

Slika 1.5: Prikaz procesa koji izvrsava sintaksicki analizator, sa ulazima i izlazima.
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Osnovno o semantickoj analizi

Provera sintaksicke konzistentnosti izvornog koda nam daje veliki broj koristi. Medutim,
sve dok sintaksnickim konstruktima nisu pridruzenja znacenja, te recenice nemaju realnu
vaznost. Na primer, recenica ,,Danas je bezbojno povrée” predstavlja sintaksicki korektan
konstrukt, ali je bez realnog znacenja. Nasuprot tome, recenica ,,Prevodioci su korisni
alati”, koja ima istu sintaksicku formu kao i prethodna recenica, ovoga puta nosi korisno
znacenje. Zbog toga je vazno da izvrSimo proveru znacenja koje dati recenicéni konstrukti
imaju. Za razliku od sintakse jezika koja izucava strukturu konstrukata ¢ime se nesto
izrazava (tj. recenica), znacCenje tih konstrukata izucava semantika jezika. Shodno tome,
semantika programskih jezika izucava znacenje programskih konstrukcija.

Definicija 1.3.8 — Semanticki analizator. Deo kompilatora koji obavlja zadatak seman-
ticke analize naziva se semanticki analizator (engl. semantic analyser).

Semanticki modeli koji su definisani nekim programskim jezikom predstavljaju znacajno
jednostavnije modele od onih u prirodnim jezicima. Ovi modeli, izrazeni u terminima ma-
tematickih alata, najcesée se ogledaju kroz nekoliko vaznih provera, kao Sto su: provera
tipova i deklaracija u sintaksickom stablu dobijenog iz prethodne faze, provera prava pri-
stupa u objektno-orijentisanim jezicima, provera pravila opsega i vidljivosti identifikatora,
provera broja i tipova argumenata pri pozivu funkcija, provera upotrebi naredbi break i
continue na mestima gde one nisu dozvoljene i dr. Takode, semanticki modeli izvrsavaju
i implicitnu konverziju kod primene operatora, poziva funkcija i dr.

Ova faza ima poseban znacaj i u slu¢aju interpretatora. Naime, ¢vorovima sintaksickog
stabla je moguce pridruziti znacenje putem navodenja operacija koje je potrebno izvrsiti u
obilasku tog stabla. Na primer, prilikom nailaska na ¢vor u stablu koji sadrzi operator +,
moguce je dodeliti akciju ,saberi vrednosti u levom i desnom podstablu i sacuvaj rezultat”,
uz eventualne promene informacija u tablici simbola. Drugim re¢ima, interpretatore je
moguce implementirati jednostavno definisanjem ovakvih operacija nad sintaksickim sta-
blom. Ove operacije se mogu definisati bilo u terminima nekog medukoda za veé postojecu
virtualnu masinu koja taj medukod razume ili u terminima nekog programskog jezika, pri
¢emu Ce lekser, parser i semanticki analizator biti prevedeni kao programi tog programskog
jezika.

Sve opisane operacije se u fazi semanticke analize vrse nad strukturom podataka koje se
naziva apstraktno sintaksicko stablo.

Definicija 1.3.9 — Apstraktno sintaksi¢ko stablo. Struktura podataka koja nastaje na
osnovu sintaksickog stabla eliminacijom detalja sintaksicke analize i koriS¢enjem infor-
macija iz tablice simbola naziva se apstraktno sintaksicko stablo (engl. abstract syntaz
tree, skr. AST).

Primer 1.8 Posmatrajmo sintaksicko stablo sa slike 1.3. Ukoliko smo promenljivu ¢iji je
identifikator y1 deklarisali tipom double, onda, da bi se operandi operacije sabiranja
mogli sabrati, prilikom provere tipova, semanticki analizator mora da izvrsi implicitnu
konverziju doslovne celobrojne vrednosti 2 u doslovnu vrednosti u pokretnom zarezu
2.0. Apstraktno sintaksicko stablo koje se formira se moze graficki prikazati kao na
slici 1.6.
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‘ celi_broj_u_realni(2) ‘

Slika 1.6: Apstraktno sintaksicko stablo koje formira semanticki analizator prilikom
obrade izraza iz primera 1.1.

Prilikom provere tipova prevodilac analizira tipove koji su dodeljeni svakoj imenovanoj
adresabilnoj jedinici (promenljive) i svakom izrazu i vodi racuna da su oni iskoriSéeni u
skladu sa validnim semantickim kontekstima programskog jezika. Ovde prepoznajemo dve
vrste procesa: identifikacija tipova i provera gresaka koji nastaju u nepoklapanju tipova.

Jedan mogué nacéin implementacije provere tipova jeste u dva koraka:

1. Prilikom konstrukcije apstraktnog sintaksi¢kog stabla se izvode tipovi za svaku pro-
menljivu, izraz, i dr. i ove informacije se ¢uvaju u tablici simbola. Vremenska sloze-
nost ovog koraka je O(nh-k), pri ¢emu je n broj sintaksickih konstrukcija, h najveéa
visina sintaksickog stabla, Sto je u prose¢nom slucaju O(logn), a O(k) vremenska
sloZenost upisivanja informacija u tablicu simbola, pri ¢emu se uz inteligentan izbor
strukture podataka, za vremensku slozenost O(k) se moze postiéi O(1).

2. Rekurzivnim obilaskom prethodno konstruisanog apstraktnog sintaksickog stabla
vrsi se provera u skladu sa semantickim modelom programskog jezika. Za svako
podstablo vazi: ako su poznati tipovi naslednika, tip korena se dobija primenom
odgovarajuceg pravila koje dolazi iz definicije programskog jezika, na osnovu toga
koji izraz se izracunava. Vremenska sloZenost ovog koraka je O(m), gde je m broj
¢vorova u apstraktnom sintaksickom stablu. Ponovo podrazumevamo da je vremen-
ska slozenost dobijanja pravila iz definicije programskog jezika O(1), sto je izvodljivo
korisé¢enjem odgovarajuéih struktura podataka.

Zapitajmo se kolika je ukupna vremenska slozenost provere tipova. Videli smo da im-
plicitne konverzije umeéu nove ¢vorove koji nisu postojali u sintaksickom stablu, te bi
trebalo da vazi n < m. Medutim, moguce je izmeniti strukturu ¢vora stabla tako da sadrzi
i konvertovanu vrednost, ¢ime se eliminise potreba za uvodenjem novog évoru u apstrakt-
nom stablu sintakse. Dakle, kako vazi n = m, to je ukupna vremenska slozenost operacije
provere tipova u dva koraka O(nh) ~ O(nlogn).

Naredni primer ilustruje analizu izvornog koda napisanog u programskom jeziku C pomocu
kompilatora GCC. Leksicka i sintaksicka analiza prolaze bez gresaka, ali u semantickoj



1.4 Etapa sinteze programskih prevodilaca 21

analizi dolazi do greske tokom provere tipova. Obratiti paznju na veoma ¢itljivu poruku
koju kompilator GCC prikazuje prilikom prevodenja.

Primer 1.9 Posmatrajmo sledeéi izvorni kod napisan u programskom jeziku C:

#include <stdio.h>

int main() {
double x = 3.7;
char* niska;

double y = x * niska;

printf("1f", y);return 0;

Tako sintaksicki korektan, fragment sadrzi semanticku gresku u kojoj se broj u pokretnom
zarezu (double) x mnozi niskom (char*) niska, sto dovodi do toga da kompilator prijavi
gresku. Na primer, prilikom pokusaja prevodenja datog izvornog koda, GCC kompilator
moze prikazati gresku sliénu sledecoj:
primer.c: In function 'main’:
primer.c:7:15: error: invalid operands to binary * (have 'double' and
'char *')
double y = x * niska;

1.4 Etapa sinteze programskih prevodilaca

Kao s$to smo rekli, etapa sinteze se sastoji od tri faze. To su: generisanje medukoda,
optimizacija medukoda i generisanje izvrsnog koda. U ovoj sekciji dajemo kratak osvrt na
ove faze, bez ulazenja u detalje.

Faza generisanja medukoda sluzi za generisanje medukoda koji moze doprineti prednosti
u prenosivosti prevodioca, odnosno, medukodom se mogu odvojiti zavisnosti programskog
jezika od konkretne masine. Primeri medukodova koji se dobijaju u ovoj fazi su p-kod (engl.
p-code) programskog jezika Pascal i ve¢ pomenuti bajtkod (engl. bytecode) programskog
jezika Java. Najces¢i oblik medureprezentacije koda je tzv. troadresni kod u kome se
javljaju dodele promenljivama u kojima se sa desne strane dodele javlja najvise jedan
operator. Otuda naziv ,troadresni” — u svakoj instrukciji se navode ,,adrese” najvise dva
operanda i rezultata operacije.

Primer 1.10 Neka je dat naredni fragment koda u programskom jeziku C:

if (v >= 120) {
s =50 +v * t;
}

Prilikom generisanja medukoda, naredbe kontrola toka (if, if-else, while, for i do-
while) uklanjaju se i svode na uslovne i bezuslovne skokove (predstavljenih ¢esto u obliku
naredbi goto).

Primer 1.11 Generisani troadresni medukod za fragment koda iz primera 1.10 bi mogao
da izgleda:

ifFalse v < 120 goto L
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tl=v *t

s =s0 + tl
L:
Ako je, na primer, promenljiva t deklarisana celobrojnim tipom, a promenljive s i v su
deklarisane tipom brojeva u pokretnom zarezu, onda bi se tokom semanticke analize u
drvo ubacio ¢vor konverzije tipa i to bi se oslikalo i u medukodu:

ifFalse v < 120 goto L

tl = int2float(t)
t2 = v * tl
s = s0 + t2

Da bi se postigla troadresnost, u medukodu se vrednost svakog podizraza smesta u no-
vouvedenu privremenu promenljivu (engl. temporary). U prethodnom primeru takve su
promenljive t1 i t2. Njihov broj je potencijalno neogranicen, a tokom faze generisanja
koda (tj. alokacije registara) svim promenljivama se dodeljuju fizicke lokacije gde se one
skladiste (to su ili registri procesora ili lokacije u glavnoj memoriji).

Optimizacija medukoda predstavlja sprovodenje niza razli¢itih, ¢esto komplikovanih trans-
formacija medukoda kako bi se dobio kod koji je optimizovaniji od pocetnog koda. Pod
optimizacijom koda podrazumevamo popravljanje kvaliteta koda u skladu sa nekim metri-
kama. Primeri metrika su: brzina izvrSavanja nekih operacija, veli¢ina alocirane memorije
koja je potrebna za izvrsavanje naredbi i dr. Optimizacija se najces¢e odvija na dva nivoa:

1. Optimizacija medukoda se generise na pocetku faze sinteze i podrazumeva masinski
nezavisne optimizacije, tj. optimizacije koje ne uzimaju u obzir specificnosti ciljne
arhitekture.

2. Optimizacija ciljnog koda se izvrsava na samom kraju sinteze i zasniva se na de-
taljnom poznavanju ciljne arhitekture i asemblerskog i masinskog jezika na kome se
izrazava ciljni program.

Navedimo nekoliko primera najcesé¢ih optimizacija koje se vrse nad medukodom:

o Konstantni izrazi se mogu izracunati (engl. constant folding).

Primer 1.12 Fragment koda:
X =2+ 2;

y =2z * x;

moze se optimizovati u:

X = 4;

y=2z*x




1.4 Etapa sinteze programskih prevodilaca 23

o Izbegava se upotreba promenljivih ¢ija je vrednost konstantna (engl. constant pro-
pagation).

Primer 1.13 Fragment koda:
X 4;

y =2z *x;

moze se optimizovati u:

y=2z*4

o Operacije se zamenjuju onim za koje se oc¢ekuje da ée se izvrsiti brze (engl. strength
reduction).

Primer 1.14 Fragment koda:

y =4*x
moze se optimizovati u:

y = X << 2;

o Izbegava se vrSenje istog izraGunavanja vise puta (engl. common subexpression eli-
mination).

Primer 1.15 Fragment koda:

+ Y
- Y
+ Y,
+ c;
moze se optimizovati u:

o N Tw
LI T | ||
v X X X

X +y;
X —y;
a,;

a + C;

o 0N Tw

e Izbegava se uvoddenje promenljivih koje samo cuvaju vrednosti nekih postojeéih
promenljivih (engl. copy propagation).

Primer 1.16 Fragment koda:

X + y;
X =Y,

a;

a+ c;

moze se optimizovati u:

o N Tw
I

X +Y;
X =Y,
a+ a;

a
b
d
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o Izra¢unavanja vrednosti promenljivih koje se dalje ne koriste, eliminiSu se (engl. dead
code elimination).

Primer 1.17 Pod pretpostavkom da se nakon sledeceg fragmenta koda, promenljive
a i b koriste dalje, ali se promenljiva d vise ne koristi, tada naredni fragment koda:

a=x+y;
b=x-y;
d =a+ a;
moze se optimizovati u:
a=X+Y,;
b=x-1y;

Tokom faze generisanja izvrsnog koda optimizovani medukod se prevodi u izvrsni asembler-
ski, tj. masinski kod. U tom procesu potrebno je napraviti nekoliko znacajnih odluka koje
uti¢u na kvalitet generisanog koda. One se donose tokom faze odabira instrukcija (tada se
odreduje kojim masinskim instrukcijama se modeluju instrukcije troadresnog koda), faze
alokacije registara (tada se odreduje lokacija na kojoj se svaka od promenljivih skladisti)
i faze rasporedivanja instrukcija (tada se odreduje redosled instrukcija koji doprinosi kva-
litetnijem iskoriséavanju protocne obrade i paralelizacije na nivou instrukcija). Ove faze
su priliéno isprepletane. Najcec¢Se se prvo radi odabir instrukcija dok se rasporedivanje
instrukcija nekada rade i pre i posle alokacije registara.

Pitanja i zadaci

Pitanje 1.1 Sta je programski jezik?

Pitanje 1.2 Sta je izvorni kod, a $ta izvrsni kod?

Pitanje 1.3 Sta je neophodno uraditi da bismo napisani kod mogli pokrenuti u vidu pro-
grama na racunaru?

Pitanje 1.4 Sta je programski prevodilac, a $ta kompiliranje?

Pitanje 1.5 Koje vrste programskih prevodilaca postoje? Koje su sli¢nosti, a koje su razlike
izmedu tih vrsta? Koje su prednosti koriséenja jednih u odnosu na druge?

Pitanje 1.6 Navesti etape kompiliranja, njihove faze, i kratko ih objasniti.

Pitanje 1.7 Da li su faze kompiliranja medusobno izolovane ili ne? Objasniti i dati (kon-
tra)primer.

Pitanje 1.8 Sta je medukod? Navesti primer medukoda.

Pitanje 1.9 Sta je lekser, a Sta parser?

Pitanje 1.10 Koja je uloga leksickog analizatora?

Pitanje 1.11 Sta je leksema, a $ta token?

Pitanje 1.12 Sta je tablica simbola? U kojim fazama analize se ona koristi?

Pitanje 1.13 Koja je uloga sintaksickog analizatora i Sta je rezultat njegovog rada?
Pitanje 1.14 Koja je uloga semantickog analizatora?

Pitanje 1.15 Da li su svi sintaksicki ispravni fragmenti ujedno i semanticki ispravni? Da
li su svi semanticki ispravni fragmenti ujedno i sintaksicki ispravni? Objasniti.

Pitanje 1.16 Koja od faza analize je najsporija? Objasniti.

Zadatak 1.17 U kojoj fazi analize ¢e biti prijavljena greska prilikom analiziranja nared-
nih fragmenata koda programskog jezika C, i objasniti gde se javila greska:

e int main() {



1.5 Pitanja i zadaci 25

double pi = 3

= 3.14;
float f = 10; d

n~

0;

return 0;

e int x
y
Z

0’
1,
X *y — 12x0;
e char zdravo[] = "zdravo",
ni$kal]l = "ni$ka";
size t duzina z = strlen(zdravo),
duzina n = strlen(ni$ka);
(pod uslovom da je dostupna funkcija strlen)

e int a[l0];

a = 100;
e int f(int n) {
if(n == 0)
return 1
else

return return n*f(n-1);

Zadatak 1.18 Izdvojiti lekseme iz narednih fragmenata koda programskog jezika C, i za
svaki fragment navesti koliko razli¢itih tokena sadrzi:

e int x = 3;

e double a = 1.4, b = 3;

e for(i =0; i <n; ++1i) {}
e int main() { return 0; }

e int nzd(int a, int b) {
if(b == 0)
return a;
else
return nzd(b, a % b);

Zadatak 1.19 Za svaki fragment koda iz zadatka 1.18, prikazati rezultat rada sintaksic-
kog analizatora. "
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Regularni jezici

s

Teorija formalnih jezika se bavi teorijskim problemima i resenjima vezanim za leksicku i
sintaksicku analizu. U ovom poglavlju ¢emo prvo uvesti elementarne pojmove u teoriji,
poput azbuke, reci, jezika, zatim ¢emo se upoznati sa dva nac¢ina opisivanja jezika (pomocu
regularnih izraza i kontekstnoslobodnih gramatika) i operacijama nad rec¢ima i jezicima.

Svi ovi pojmovi ¢e nam sluziti da formalno uvedemo pojam regularnog jezika, sagledamo
njihova prosirenja i njihov znacaj u prakti¢noj primeni. Regularnim jezicima ¢emo posve-
titi najvise paznje u ovom poglavlju.

Da bismo razumeli kako funkcionise leksicka analiza kroz regularne jezike, uvodimo po-
jam konac¢nog automata, njegove varijante koje se odnose na determinizam, kao i jezik
automata. Znacaj ovog poglavlja ogleda se u Klinijevoj teoremi, ¢iji se dokaz sastoji od
sekvencijalne primene nekoliko algoritama koji ¢e biti detaljno opisani i objasnjeni kroz
primere.

Poglavlje zavrsavamo objasnjavanjem kako se odreduje presek dva jezika i znacaj ovog
postupka za odredivanje ostalih operacija sa jezicima, kao i prikazivanjem granice moci
regularnih jezika.

Azbuka i jezici

Ovo poglavlje zapoCet¢emo dvama pitanjima:

1. Da li u programskom jeziku C moze postojati promenljiva imena reé&?
2. Da li u programskom jeziku Java moze postojati promenljiva imena reg&?

Citaocu je verovatno poznato da je odgovor na prvo pitanje ,ne”, a na drugo ,da”. Kao
sto vidimo, ne postoji jedinstven skup re¢i koji mozemo da pridruzimo domenu imena
promenljih u svim programskim jezicima. Neki programski jezici podrzavaju Sire tabele
karaktera (poput Unicode, ili nekih njegovih podskupova, kao sto je slucaj sa programskim
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jezikom Java), dok neke imaju samo osnovni skup karaktera (najcesée ASCII, kao Sto je
slucaj sa programskim jezikom C). Zbog ovog razloga, na pocetku ovog poglavlja ¢emo se
prvo upoznati sa osnovnim pojmovima koji ¢e nam biti vazni za dalji rad.

I Definicija 2.1.1 Azbuka ili alfabet, u oznaci X, skup je simbola koje nazivamo karakteri.

Po konvenciji, elemente azbuke obelezavamo simbolima a,b,c itd. Kako skupovi mogu
biti konacni i beskonac¢ni, tako i azbuke mogu biti konac¢ne i beskonac¢ne. Medutim, posto
beskonacne azbuke ne mozemo da predstavimo u racunaru, koncentrisa¢emo se samo na
konacne azbuke, te ¢emo u daljem tekstu pod pojmom azbuka misliti na kona¢nu azbuku.

Definicija 2.1.2 Konacan niz ay,a,...,a, € ¥ nazivamo re¢, niska ili string azbuke X.
Broj n naziva se duzina niske i obelezava se sa |x|. Prazna reé, u oznaci €, re¢ je duzine
nula.

Po konvenciji, re¢i obelezavamo simbolima x, y, z, itd.

Primer 2.1 Neka je zadata azbuka ¥ = {a,b}. Neke od red¢i azbuke X su x = ab, y =
bba iz = bbbb.

I Definicija 2.1.3 Opsti jezik azbuke X, u oznaci X*, skup je svih rec¢i nad azbukom X.

Primetimo da je opsti jezik neke azbuke beskonacan skup, osim u trivijalnom slucaju, kad
je jedini element azbuke prazna rec.

Primer 2.2 Neka je zadata azbuka £ = {a,b}. Opsti jezik azbuke X je £* = {€,a,b,ab,ba,
aaa,aab,aba,abb,baa,bab,bba,bbb, ...} .

Definicija 2.1.4 Skup svih re¢i bez prazne re¢i nad X se obelezava sa X ':
Th=x"—¢
I Definicija 2.1.5 Jezik nad azbukom X je bilo koji skup L C X*.

Dakle, jezik je proizvoljan podskup reci opsteg jezika neke azbuke. Zbog toga je jasno da
postoje konacni i beskonacni jezici.

Primer 2.3 Jezik L; = {b*a | k > 0} sastoji se od re¢i u kojima se slovo b pojavljuje
proizvoljan nenegativan broj puta i zavrsavaju se slovom a. Jeziku pripradaju niske a,
ba, bba, bbba, bbbba, itd.

Primer 2.4 Jezik Ly = {a"b" | n > 0}. sadrzi sve re¢i koje po¢inju pozitivnim brojem slova
a i zavrsavaju se istim brojem slova b. Ovom jeziku pripadaju niske ab, aabb, aaabbb,

aaaabbbb, ...

Jezik mozemo opisati pomocu klase:

1. regularnih jezika (RJ), ili
2. kontekstnoslobodnih gramatika (KSG).

Cinjenica je da nijedna klasa nije dovoljno jaka da opise sve jezike. Ono $to je zanimljivo
jeste da je primena klase KSG 8ira od klase RJ. Medutim, klasa RJ moze da opise sve
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jezike bitne za leksicku analizu, te ¢emo zbog toga tu klasu i izuCavati nadalje u tekstu. Sa
druge strane, klasa KSG pokriva sintaksicku analizu, pa éemo se njom baviti u narednom
poglavlju.

Jos jedna zanimljivost jeste ta da, ako pogledamo jezik L, iz primera 2.4, on ne moze
da se opise pomocu klase RJ. Naime, ispostavlja se da vazi sledec¢e pravilo. Ukoliko se
trazi uparivanje dva entiteta (u posmatranom primeru imamo da redi jezika L, imaju
jednak broj karaktera a i b), takav jezik ne pripada klasi RJ. U narednom poglavlju ¢emo
precizirati ovaj problem lemom o razrastanju. Za sada, razmotrimo naredni primer.

Primer 2.5 Da li je moguce iskoristiti klasu RJ za izraze poput
(2+5)*%(3—9/3)?

Na prvi pogled se ne ¢ini da postoji uparivanje. Medutim, pazljivijim posmatranjem
uvidi¢emo da postoji uparivanje zagrada. To nam daje odgovor da klasa RJ nije dovoljno
dobra za opisivanje aritmetickih izraza.

Ovim smo postavili glavni problem kojim ¢emo se baviti u narednom tekstu, a to je
problem pripadnosti reci jeziku.

Operacije nad re¢ima i jezicima

U ovom odeljku ¢emo se upoznati sa operacijama nad re¢ima i jezicima. Ograni¢i¢emo se
na jednu operaciju nad rec¢ima i devet operacija nad jezicima. Cilj ovog odeljka jeste da
uvedemo neophodne pojmove za definisanje pojmova regularni jezik i regularni izraz.

Definicija 2.2.1 Neka su date dve reci x i y. Operacija spajanje (dopisivanje, konkate-
nacija) re¢i y na re¢ x, u oznaci x-y, predstavlja operaciju:

X,y —> Xy = Xy.
Uz prethodnu definiciju vazi i da je duzina novodobijene reci jednaka zbiru duzina reci

koje su spojene, odnosno:

|ab| = |a] +|b]

Primer 2.6 Neka je x = auto, a y = put. Tada je x-y = autoput (odnosno, auto - put).

Operacija spajanje je primer binarne operacije. Ispostavlja se da je ona asocijativna (ovu
osobinu nije tesko dokazati) odnosno za proizvoljne redi x, y i z proizvoljnog opsteg jezika
X* vazi:

(x-y)-z=x-(y-2)
Kako se ispostavlja da za svaku re¢ x proizvoljnog opsteg jezika X* vazi i

£ X=X £=X%,
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mozemo zakljuciti da je struktura (X*,-,€) jedan monoid. Da li je ta struktura mozda i
grupa? Lako se vidi da vazi

(vx,x 'ex\{e}): x-x '#enx.x#¢,

te zakljucujemo da prethodna struktura ne moze biti grupa. Medutim, to sto nije grupa,
ne znaci da nije komutativan monoid. Ipak, ukoliko pogledamo primer 2.6, vidimo da vazi

X -y = auto- put # put -auto =7y -x,

te smo dali jedan kontraprimer koji dokazuje da pomenuta struktura nije komutativan
monoid (u opstem sluc¢aju). Napomenimo da postoje odredeni potrebni i dovoljni uslovi
za komutativnost ovog monoida koji se mogu pronaci u Vitas 2006.

Lema 2.2.1 — Levi. Neka su a, b, c i d re¢i nad azbukom X. Tada vazi jednakost ab =
cd ako i samo ako je zadovoljen neki od slede¢ih uslova:

l.a=cib=d
2. Postoji neprazna re¢ x nad azbukom X, takva da je a
3. Postoji neprazna re¢ y nad azbukom X, takva da je c

xb.
yd.

cxid
ayib

Predimo sada na operacije nad jezicima. Neka su L; i L, dva jezika proizvoljne azbuke X.
S obzirom da je jasno da su jezici skupovi elemenata (koje nazivamo rec¢ima), to za njih
vaze opste operacije nad skupovima:

Definicija 2.2.2 Presek jezika Ly i Lp, u oznaci Ly N Ly, skup (jezik) je svih elemenata
koji se nalaze u jeziku L i L;, tj.

Llﬂdezf{X ’ XEL]/\XGIQ}.

Definicija 2.2.3 Unija jezika Ly i Ly, u oznaci Ly ULy, skup (jezik) je svih elemenata koji
se nalaze u jeziku L; ili L, tj.

LUL % (x| xeLvxeLly).

koji se nalaze u jeziku L; i ne nalaze se u jeziku L;, tj.
df
L]\L2 = {X ‘ x €L Ax ¢ Lz}.

Definicija 2.2.5 Komplement jezika Ly, u oznaci L{, skup (jezik) je svih elemenata koji
se ne nalaze u jeziku Ly, tj.

LY x| xesn\Li).

Definicija 2.2.6 Dekartov proizvod jezika Ly i Lp, u oznaci Ly X Ly, skup (jezik) je svih
uredenih parova takvih da se prva koordinata nalazi u jeziku L; i druga koordinata

‘ Definicija 2.2.4 Razlika jezika Ly @ Ly, u oznaci Lj\L,, skup (jezik) je svih elemenata
| nalazi u Ly, tj.

d
Ly <L, :f{(x,y) ‘ X EL]/\yGLz}.
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Primer 2.7 Neka su Ly = {ab,b} i L, = {ba,a}. Dekartov proizvod datih jezika je

Ly x L, = {(ab,ba),(ab,a),(b,ba),(b,a)}.

Osim standardnih operacija nad skupovima, definiSemo i operaciju proizvoda jezika.

Definicija 2.2.7 Proizvod jezika Ly i Lp, u oznaci L; - Ly, skup (jezik) je svih elemenata
oblika x -y, pri ¢emu se x nalazi u jeziku L; i y u Ly, tj.

d
L; -Lzzf{x'y ‘ XEL]AYELz}.

Neutral je skup {€} i vazi:
L-{e}={e}-L=L

Primer 2.8 Neka su L; = {ab,b} i L, = {ba,a}. Proizvod datih jezika je

L, -L, = {abba,aba,bba,ba}.

Bitno je obratiti paznju na to da prazan skup ne moze biti neutral jer za svako L C X*,
gde je X proizvoljna azbuka, vazi:

L0=0L=0

Definicija 2.2.8 Stepen jezika L, u oznaci L", definiSe se rekurentnom relacijom:

10 {e},
pEppt=ptp )

Primer 2.9 Neka je L = {ab,b}. Tada je

L = {ab,b}’ =
= {ab,b} -{ab,b}* =
= {ab,b}-{ab,b} -{ab,b} =
= {abab,abb,bab,bb} - {ab,b} =
= {ababab,ababb,abbab,abbb,babab,babb,bbab,bbb} .

Nije tesko dokazati da vazi L-L"! = L"~!. L u opstem slucaju (dokaz se izvodi indukcijom
po n), ali mi éemo prikazati dokaz za n = 3:
P=L1*=

=L-(L-L)=

=L-(L-(L-{e})) =

=((L-L)-L)-{e} =

= (12-1) {e} =

—13. {e} =

=1
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pri ¢emu cetvrta jednakost sledi iz asocijativnosti operacije spajanja.

Primetimo da je u primerima 2.8 i 2.9 ispunjeno da je kardinalnost proizvoda jezika jednaka
proizvodu kardinalnosti svakog od jezika. Da li ovo vazi za bilo koji odabir jezika?

Primer 2.10 Neka je L ={ab,a}iL,={b,e}. TadajeL,-Ly={ab,a}-{b,e}={abb,ab,a}
(u pitanju je skup, pa je element ab koji je dobijen spajanjem ab- € jednak elementu ab
koji je dobijen spajanjem a-b, te se on pise samo jednom u skupu). Dakle, dobili smo
tri elemenata umesto cetiri, te u opstem slucaju ne vazi da je kardinalnost proizvoda
jednaka proizvodu kardinalnosti.

Stepen jezika je veoma korisna operacija. Posmatrajmo naredni primer.

Primer 2.11 Posmatrajmo jezik L; = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Primetimo da su L? =
{00,01,
., 09,10,11,...,19,...,90,91,...,99} i L3 = {000,001, ...,009, ...,990,991,...,999}. Ukoliko
bismo posmatrali prirodne brojeve kao reéi (razli¢itih duzina) koje imaju cifre za svoje
simbole, onda bismo mogli re¢i da je jezik skupa prirodnih brojeva, oznacimo taj jezik
LN, zadat sa

LluriurLiu..uLiu...,

gde je i > n, Vn € N. Medutim, Ly ne predstavlja jezik koji odgovara jeziku prirodnih
brojeva N.

Definicija 2.2.9 Neka je L jezik proizvoljne azbuke X. Skup
UQOU
i=0
nazivamo Klinijevo zatvorenje jezika L, a skup
Y U I
i=1
nazivamo pozitivno Klinijevo zatvorenje jezika L.

Primetimo da je L* = LT U{¢e}.

Primer 2.12 Jezik prirodnih brojeva (tj. jezik ¢ije re¢i odgovaraju brojevima skupa
N) definiSemo koriSéenjem operacija nad jezicima na sledeé¢i nac¢in. Neka su L; =
{0,1,2,3,4,5,6,

7,8,9} i L, ={1,2,3,4,5,6, 7,8,9}. Tada je

NY o, 0 =1{1,2,..,9,10,11,...,19,..}.

Dodatno,
NoZ 1, -L;U{0} = NU{0}.

2.2.1 Prioritet operacija nad jezicima
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Primer 2.13 Da li regularni izrazi abx i (ab)x opisuju isti jezik? Odgovor je ne, jer
regularni izraz abx opisuje reci jezika {a,ab,abb,...}, dok regularni izraz (ab)* opisuje
reci jezika {&,ab,abab,ababab,...}.

Ovo nas dovodi do pitanja prioriteta operacija koje mozemo primeniti nad jezicima. Vazi
sledeca raspodela:

e Operator * ima najveéi prioritet,
e Operator - ima srednji prioritet,
e Operatori U i N imaju najmanji prioritet.

Naravno, ukoliko zZelimo da sami damo veéi prioritet nekoj operaciji, onda mozemo nju i
njene operande da ogradimo zagradama (i), i time ¢emo posti¢i Zeljeni prioritet.

Primer 2.14 Jeziku koji je opisan regularnim izrazom ab|c pripadaju reci iz skupa {ab,c},
dok jeziku koji je opisan regularnim irazom a(b|c) pripadaju reci iz skupa {ab,ac}.

Sada ¢emo dati formulaciju jedne poznate leme ¢iji dokaz ne¢emo prikazati, ali napome-
nu¢emo da se izvodi indukcijom po duzini redéi.

Regularni jezici

U mnogim primenama dovoljno je posmatrati klasu jezika koja se formira polazeci od
jezika {a} i {eps} primenom operacija unije, dopisivanja i zatvorenja. Ovu klasu jezika
nazivamo regularni jezici.

Definicija 2.3.1 Neka je ¥ proizvoljna azbuka. Definicija pojma regularni jezik glasi:

1. Ako a € ¥, onda je jezik {a} regularni jezik.
2. Jezik {€} je regularni jezik.
3. Jezik 0 je regularni jezik.

4. Ako su Lj, L, C X* regularni jezici, onda je i jezik L; UL, regularan jezik.
Ako su Ly, Ly C X* regularni jezici, onda je i jezik L; - L, regularan jezik.
6. Ako je L CX* regularan jezik, onda je i jezik L* regularan jezik.

o

Primetimo da je ova definicija rekurzivna. Prva tri iskaza predstavljaju bazu rekurzije, a
preostala tri iskaza njen korak. Ova definicija se krac¢e (i neformalno) moze opisati slede-
¢om recenicom: Jezici su regularni ako su trivijalni ili ako se mogu dobiti od jednostavnijih
reqularnih jezika primenom operacija U, -, i *.

Primer 2.15 Ovom definicijom smo pokazali da je jezik Ng regularan jezik. Mozemo ga
zapisati na sledeé¢i nacin:

NoZ [({1}U{2}U...U{9})- ({0} U{1}U...u{9})* | U{O}.

Ly L

Sada kada imamo definiciju regularnog jezika, mozemo definisati regularni izraz.
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Definicija 2.3.2 Neka je X proizvoljna azbuka. Definicija pojma regularni izraz glasi:

Ako a € £, onda regularni izraz a opisuje regularni jezik {a}.

Regularni izraz € opisuje regularni jezik {e}.

Regularni izraz @ opisuje regularni jezik 0.

Ako su ey i e; regularni izrazi koji opisuju regularne jezike L(e;), L(ep) C X* redom,
onda je i izraz ele; regularni izraz koji opisuje regularni jezik L(e;) UL(ez).

Ako su ey i e; regularni izrazi koji opisuju regularne jezike L(e;), L(ep) C X* redom,
onda je i izraz eje; regularni izraz koji opisuje regularni jezik L(e;)-L(ez).

6. Ako je e regularni izraz koji opisuje regularni jezik L(e) C X*, onda je i izraz ex
regularni izraz koji opisuje regularni jezik L(e)*.

Ll o e

o

Primetimo da je i ova definicija rekurzivna.

Primer 2.16 Regularni jezik Ny opisuje se regularnim izrazom ((1/2[...|9)(0[1]...|9)%)]0.

Primer 2.17 Regularni izraz ab*a opisuje regularni jezik L(ab*a) = {aa,aba,abba,abbba, }

Videli smo da svi regularni jezici mogu nastati primenom operacija U, - ili * na jednostavnije
regularne jezike. Neko bi mogao postaviti pitanje da li i jezik L; N L, predstavlja regularni
jezik ako su Ly i L, regularni jezici. Odgovor bi bio potvrdan, ali ovu ¢injenicu nije
jednostavno dokazati. Dokaz ¢emo prikazati u sekciji 3.3.

Prosirenja regularnih izraza i jezika

Veli¢ina zapisa regularnog izraza brzo raste kako raste slozenost regularnog jezika, sto se
mozemo uveriti veé¢ iz primera 2.16. Radi skraé¢ivanja zapisa i povecanja ¢itljivosti, uvode
se tzv. prosireni regularni izrazi, koji predstavljaju krace zapise nekih osnovnih regularnih
izraza. Neki jednostavni prosireni regularni izrazi i ekvivalentni regularni izrazi koje oni
zamenjuju su dati u tabeli 2.1.

Primer 2.18 U nastavku dajemo primere konkretnih prosirenih regularnih izraza i ekvi-
valentnih regularnih izraza koje oni zamenjuju:

e RI aax mozemo krace zapisati PRI a+.

o RI0|1|2]3]4|5/6]7 mozemo krace zapisati PRI [0—7].

o RI ale mozemo krace zapisati PRI a?.

o Jezik svih reci koje se sastoje od tacno 6 malih slova ASCII kodne Seme moze se
opisati PRI [a —z]{6}.
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Tabela 2.1: Primeri prosirenih regularnih izraza i regularnih izraza koje oni zamenjuju.
’ Proseni reqularni izraz ‘ Regularni izraz

[ajaz ... ap) aila|...|ay
Majaz...a,] bi|ba|...|bm, pri Cemu by, by, ..., by € T\{a1,az,...,a,}
[a1-an] ailaz]...|an, pri ¢emu se pretpostavlja postojanje uredenja
ay<ay<...<ay
X? X|e, gde je X neki regularan izraz
X+ XXx, gde je X neki regularan izraz
X{n} XX ...X, gde je X neki regularan izraz
n puta
X{n,m} XX...X , gde je X neki regularan izraz
od n do m puta
X{n,} &(,_/ , gde je X neki regularan izraz
n ili vise puta

Prosireni regularni izrazi ne uti¢u na to da li je jezik koji je opisan prosirenim regularnim
izrazom regularan ili ne. Sve sto mozemo zapisati prosirenim moze se zapisati i osnovnim
regularnim izrazima, ali po cenu duzine zapisa.

Regularnim definicijama mozemo da imenujemo neki regularni izraz i da ga takvog
koristimo u drugim izrazima. Ako je ¥ azbuka, onda je regularna definicija niz definicija
oblika:

d1—>r1

d2 —r

d, —ry,

pri ¢emu vazi:

e Svako d; je simbol koji se ne pojavljuje u azbuci X.
e Svako d; je razli¢ito od ostalih.
o Svako r; je regularni izraz nad azbukom X\J{d,,dz,...,di—1}.

Navedimo primere ovakve upotrebe.

Primer 2.19 Pomod¢u
okt — [0—17]

definisali smo oktalnu cifru kao cifru izmedu cifara 0 i 7, a pomoc¢u
oktbr — okt+

definisali smo oktalni broj kao jednu ili viSe oktalnih cifara.

Primer 2.20 Identifikator u programskom jeziku C je rec¢ koja moze da sadrzi slova, cifre
i podvlake. Regularna definicija koja opisuje jedan takav identifikator:
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slovo_ — [A—Za—z_]
broj — [0—9]
identifikator — slovo__(slovo__|broj)*

Regularnim definicijama mozemo olaksati ispravljanje drugih regularnih izraza u kojima
smo koristili definiciju. Naime, potrebno je izmenu primeniti samo na jednom mestu (pri
definisanju) da bi se ona oslikala na sve ostale, sto znacajno olaksava posao.

Pitanja i zadaci

Pitanje 2.1 Sta je azbuka? Sta je re¢?

Pitanje 2.2 Sta je opsti jezik neke azbuke? Sta je jezik?

Pitanje 2.3 Na koje nacine mozemo zadati jezik, a na koje nacine ga mozemo opisati?
Pitanje 2.4 Na sta se odnose skracenice RJ i KSG? Koje su njihove sli¢nosti, a koje su
razlike?

Pitanje 2.5 Sta je operacija spajanja reci? Sta je neutral za tu operaciju?

Pitanje 2.6 Operacija spajanja reci je:

(a) asocijativna, (b) komutativna, (¢) unarna, (d) binarna.

Pitanje 2.7 Struktura (X*,-,€) je primer:

(a) monoida, (b) grupe, (c) prstena, (d) polja.

Pitanje 2.8 Da li je struktura (X*,-, &) komutativna? Obrazloziti.

Pitanje 2.9 Sta je: (a) presek, (b) unija, (c) razlika, (d) komplement, (e) Dekartov proizvod,
(f) proizvod, (g) stepen jezika?

Pitanje 2.10 Sta je neutral za operaciju proizvoda jezika?

Pitanje 2.11 Dokazati ili opovrgnuti tvrdenje (VZ)(VL CX*):L-L* ' =1""1.L.

Pitanje 2.12 Dokazati ili opovrgnuti tvrdenje (VE)(VL;,L, C X¥) : card(L; - Lp) = card(L;) -
card(Lp), pri ¢emu operacija card(L) predstavlja kardinalnost jezika L.

Pitanje 2.13 Sta je Klinijevo zatvorenje jezika, a $ta je pozitivno Klinijevo zatvorenje
jezika? Da li postoji veza izmedu njih? Ako postoji, kako ona glasi?

Zadatak 2.14 Konstruisati primer sa dva jezika L; i L, u kojem ne vazi da je kardinalnost
proizvoda jezika jednaka proizvodu kardinalnosti jezika (razli¢it od primera 2.10), a
zatim konstruisati primer koji ispunjava isti uslov, ali u kojem vazi da nijedan skup ne
sadrzi €. "

Zadatak 2.15 Koristeé¢i operacije nad jezicima definisati jezik kojim se opisuju stan-
dardne registracione tablice. "

Pitanje 2.16 Dat je regularni izraz (abxa)+. Koje od sledeéih re¢i pripadaju jeziku koji je
opisan datim regularnim izrazom: (a) €, (b) aaa, (¢) aaaa, (d) ababa, (e) abaaa?

I Zadatak 2.17 Napisati regularni izraz za jezik identifikatora u programskom jeziku C.
|
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(3. Konacni automati

™

3.1 Konaéni automati

Konac¢ni automati opisuju formalizam pomoc¢u kojeg mozemo proveriti da li neka re¢ pri-
pada odredenom regularnom jeziku. Ilustrujmo funkcionisanje kona¢nih automata slede-
¢im primerom.

Primer 3.1

a
start —>@—>

5

@

Ovo je primer jednog nedeterministickog konacnog automata ((N)KA). Njemu od-
govara regularni izraz (abxa)+. Kona¢ni automat se sastoji od stanja, pri ¢emu se
unutrasnja stanja oznacavaju krugom, a zavrsna stanja duplim krugom. Poc¢etno
stanje je oznaceno strelicom koja vodi iz oznake start.

Primenimo ovaj automat nad niskom "abaaa” kako bismo proverili da li pripada jeziku.
Kre¢emo iz pocetnog stanja 0, nailazimo na karakter a koji ¢itamo i prelazimo u stanje
1. Nakon toga, nailazimo na karakter b koji ¢itamo i prelazimo u stanje 1. Nakon
toga, nailazimo na karakter a koji ¢itamo i prelazimo u stanje 2. Nakon toga, nailazimo
na karakter a koji ne mozemo da procitamo iz stanja 2, ali umesto toga mozemo da
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posmatramo kao da smo naisli na praznu re¢, procitali je i presli u stanje 0'. U nastavku
¢itamo a, prelazimo u stanje 1, ¢itamo a i prelazimo u stanje 2. Ovo se kraé¢e moze
zapisati slede¢om notacijom

oarbiax&aiay,

koju éemo koristiti nadalje u tekstu. Posto smo zavrsili u stanju 2, onda mozemo da
prihvatimo zadatu rec jer je stanje 2 zavrsno.

Primenimo isti automat nad niskom ”aaa”. Vidimo da je rezultat primene automata:

oai1a2&ay,

ali kako smo zavrsili u stanju 1, a to stanje nije zavrsno, to zadata re¢ ne moze biti
prihvacena.

Vidimo da je popriliéno nezgodno raditi sa automatima koji podrzavaju e-prelaze. Mogudée
je napraviti kona¢ne automate koji su ekvivalentni ovakvim konac¢nim automatima, ali koji
ne sadrze pomenute €-prelaze.

Primer 3.2 Konacni automat iz primera 3.1 ekvivalentan je kona¢nom automatu:

b
a
start %@—’
i @

Medutim, ovaj kona¢ni automat naziva se deterministicki konacéni automat (DKA).

Problem koji se ovde moze javiti jeste ako automat ne stigne do kraja reci. Ovaj problem
nastaje zbog toga Sto ne postoje prelazi iz svih stanja preko svih karaktera (recimo, iz
stanja 0 i 2 ne postoje prelazi preko karaktera b). Pravilo je da i u tom slu¢aju ne treba
da prihvatimo tu re¢. Zbog pojave ovog problema, uvodimo stanje greske, kao u slede¢em
primeru.

Primer 3.3 Konac¢ni automat

'Re¢ abaaa ekvivalentna je re¢i abagaa (podsetite se zasto), te je ovakvo rezonovanje potpuno ispravno.
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b
a
start —
a
> )
b
a,b

predstavlja upotpunjenje konacnog automata iz primera 3.2 i naziva se potpuni ko-
naéni deterministicki automat (PDKA). Stanje Gr naziva se stanje greske, i ne pre-
stavlja nista drugo do unutrasnje stanje. Stanje greske ne sme da bude zavrsno jer bi
u tom sluéaju automat prihvatio pogresnu rec¢. Postupak pri ¢itanju reci koja dospe u
stanje greske je takav da citamo ostatak reci do kraja i sve karaktere vodimo u stanje
greske.

Posmatrajmo slozenost izvrsavanja algoritma c¢itanja rec¢i u kona¢nom automatu. Jasno
je da je vremenska slozenost linearna po duzini reéi koju ¢itamo (O(n), gde je n duzina
reCi). Prostorna slozenost je konstantna (O(1)) za proizvoljan ulaz jednom kada je kona¢ni
automat konstruisan.

Napomenimo da € uvodi nedeterminizam jer postojanje €-prelaza dovodi do toga da nije
u svakom trenutku jasno kojom granom treba nastaviti. Medutim, to nije jedini slucaj
nedeterminizma.

Primer 3.4 Regularni izraz axab* mozemo opisati slede¢im konac¢nim automatom:

a b

a
start —- @

On je takode nedeterministicki jer postoje dve grane kojima se moze nastaviti kad se
naide na karakter a (jedna vodi u stanje 0, a druga u stanje 1).

Primer 3.5 Primenimo konacni automat iz primera 3.4 na re¢ "aabbb”. Moguca su tri
slucaja Citanja ove reci:
1. papapb, — nakon citanja drugog karaktera a prelazimo u stanje 0 i tu se proces
zaglavljuje,
2. papa b1bib; — nakon c¢itanja drugog karaktera a prelazimo u stanje 1 i daljim
¢itanjem preostalih karaktera b prelazimo u stanje 1, u kojem smo citanje i zavrsili




3.1.1

40 Glava 3. Konac¢ni automati

Sto rezultira u prihvatanju reci, i
3. opajar — nakon citanja prvog karaktera a prelazimo u stanje 1 i tu se proces zagla-
vljuje.

Napomenimo da je mogucée implementirati simulator ponasanja nedeterministickog auto-
mata predstavljen primerom 3.5 rekurzijom, tj. primenjivanjem algoritamske strategije
pretrage (backtracking). U tom slucaju je vremenska slozenost eksponencijalna. U praksi
se radi sledece: od regularnog izraza se prvo napravi (N)KA, a potom se od (N)KA napravi
DKA. Ilustrujmo ovo sledeéim primerom.

Primer 3.6 Nedeterministicki kona¢ni automat iz primera 3.4 moZzemo transformisati u
slede¢i deterministicki konac¢ni automat:

b

starta@ a @ —(2)

Videcemo u daljem tekstu da vazi da se svaki nedeterministicki kona¢ni automat moze
transformisati u deterministicki konacni automat.

):)a

Definicija (N)KA

Predimo sada na formalno definisanje pojma konac¢ni automat. I ovde ¢emo koristiti
oznaku (N)KA, jer se moze smatrati da su nedeterministicki konacni automati natklasa
deterministickih kona¢nih automata, tj. za druge vaze neke posebne osobine. Zato mo-
zemo re¢i da su pojmovi (opsti) konacni automat i nedeterministicki konacni automat
identicni.

Definicija 3.1.1 (Nedeterministicki) Kona¢ni automat, u oznaci (N)KA, uredena
je petorka
(ZanlaFaA)v

za koju vazi:

¢ XY je azbuka nad ¢ijim re¢ima primenjujemo automat,

¢ QO je konacan skup stanja,

I C Q je skup pocetnih stanja (oznaka potice od reé¢i Initial),

o F CQ je skup zavrsnih stanja (oznaka potice od re¢i Final),

o A je relacija prelaska automata, tj. AC O x {EU{e}} x Q, a Cesto se naziva
jos i skup grana automata.

Pre nego sto predemo na primer, razjasnimo zasto je neophodno ukljuéiti skup {e} u
definiciju relacije prelaska automata. Videli smo da smo jos u primeru 3.1 dozvoljavali
da konacni automat prede iz jednog stanja u drugo stanje preko €-prelaza. Medutim, €
je (prazna) re¢, a ne karakter azbuke, te nismo mogli da stavimo samo X u definiciji. Za
oznacavanje pojedinacnih automata mozemo Kkoristiti pisana matematicka slova 7, %, ...

Primer 3.7 (N)KA iz primera 3.6 zadat slede¢im grafom:
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b

starta@ a @ —(2)

mozemo zapisati kao uredenu petorku iz prethodne definicije na sledeéi nacin:

):)a

o X={a,b}
« 0=40,1,2}
o 1={0}

o« F={1,2}

o A=1{(0,a,1),(1,a,1),(1,b,2),(2,b,2)}.

Na ovom mestu ¢emo reéi da se (N)KA moze predstaviti i tabelarno na sledeéi nacin:

O\L|al|b
0 1| —
1 1]2
2 | —|2

Posmatrajmo primer 3.7 malo detaljnije. Ako pokusamo da utvrdimo neka svojstva skupa
A, videéemo da za svaki skup uredenih parova prvih i drugih koordinata imamo razlicite
slike treé¢ih koordinata. U tabelarnoj reprezentaciji to se vidi time sto je u svakom polju
tabele ta¢no jedno stanje. Ukoliko je ovo ispunjeno za neki (N)KA, onda kazemo da se
relacija A naziva i funkcija prelaska automata, oznacava se simbolom 6 i predstavlja
preslikavanje § : (O xX) — Q.

Primer 3.8 (N)KA iz primera 3.4 predstavljen grafom
a b

a
start —- @

moze se tabelarno predstaviti na sledeéi nacin:

O\Z| a | b
0 |0,1]—
1 | — |1

a relacija prelaska datog automata predstavlja slede¢i skup:

A={(0,a,0),(0,a,1),(1,b,1)}.

U primeru 3.8 vidimo da se iz stanja 0 moze granom a preci ili u stanje 0 ili u stanje 1. Ovo
mozemo da posmatramo i na drugi nacin: ako relaciju prelaska automata A posmatramo
kao funkciju prelaska automata 8, onda original (0,a) ima dve razlicite slike 0 i 1. Tada
nije tesko uociti da je u opstem slucaju funkcija 6 definisana sa 0 : Q x X — P(Q), gde je
sa P(Q) oznacen partitivni skup skupa Q.
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3.1.2 Uslovi za deterministicki konacni automat (DKA)

Napomenuli smo da su u okviru definicije (N)KA opisani i DKA. Na ovom mestu ¢emo
navesti uslove koji odreduju determinizam jednog konacnog automata.

Definicija 3.1.2 Neka je (X,0,1,F,A) jedan (N)KA. Tada se taj (N)KA naziva determi-
nisticki konac¢ni automat, i oznacava se DKA, ukoliko je svaki od sledeca tri uslova
ispunjen:

1. Nisu dopusteni e-prelazi, tj. za sve p,q € Q vazi:
(p.€,9) € A.
2. Svi prelazi su jednoznacni, tj. za sve p,qi,q>» € Q i a € L vazi:
((p.a,q1) €AN(p.a,q2) €A) = q1 = qo.
3. Postoji ta¢no jedno pocetno stanje, tj.
=1,

gde je sa |I| oznacen broj elemenata skupa I.

3.1.3 Jezik automata

Neka je petorkom (X,Q,1,F,A) zadat jedan (N)KA. Radi lakSeg uvodenja pojma jezika
automata, uveséemo prvo slede¢e dve oznake:

1. Oznaka
pP—4q
ekvivalentna je
(p,a,q) €A

zasve p,geQiack.
2. Neka je w=aja;...a, € X*. Tada je oznaka

p—q
ekvivalentna
a ap as an
(3ri,ryedn 1 €EQ)ip=r—rn —r — ..~ 1 =q

za sve p,q € Q.

w v Ve s v . Ve . .
Oznaka p — ¢ moze se protumaciti slede¢im recenicama: ,Preko reci w se iz stanja p
moZe stiéi u stanje q” ili ,, Postoji put w iz stanja p u stanje q”.

Definicija 3.1.3 Jezik automata .o/, u oznaci L(/), predstavlja sledeéi skup:

L(sz):{w|(EIpEI/\EIqEF):pHW*q}.
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Ova definicija se krace (i neformalno) moze opisati slede¢om recenicom: , Da bi neka re¢
w pripala jeziku automata <f, dovoljno je pronadi bilo koji put w od pocetnog do zavrsnog
stanja automata <f ”.

Za DKA vazi da postoji najvise jedan put iz pocetnog stanja u automatu po svakoj reci
w, a ako je automat jos i potpun, tada za svaku re¢ w postoji tacno jedan put iz pocetnog
stanja. Ako se taj put zavrSava u zavrSnom stanju, onda re¢ w pripada jeziku automata.

3.2 Kilinijeva teorema

Teorema 3.2.1 — Kiini. Klasa regularnih jezika se poklapa sa klasom jezika koji prepo-
znaju konacni automati.

Dokaz. Teoremu ¢emo dokazati konstruktivno — naveSéemo algoritme i primenjivati ih
na primerima.
(Smer =>):

Tompsonov algoritam

Gluskovljev algoritam

Algoritam odlobadanja od &-prelaza

Spajanje oslobadanja :‘
od ée-prelaza i ' (N)KA
konstruiranja podskupova |

\
\

\ Algoritam konstrukcije podskupova

\

N

DKA

Murov algoritam
(P)MDKA

(Smer <=): Od proizvoljnog kona¢nog automata se primenom Metoda eliminisanja
stanja moze dobiti regularni izraz. |

Teorema 3.2.2 Za dati regularni izraz postoji jedinstven PMDKA (potpuni minimalni
deterministicki kona¢ni automat) koji prepoznaje odgovarajuéi regularni jezik. Dokaz
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ove teoreme moze se pronaci u Vitas 2006.

3.2.1 Tompsonov algoritam
Definicija 3.2.1 Za (N)KA-¢€ kazemo da je normalizovan ako ima:

1. jedinstveno pocetno stanje u koje ne ulazi ni jedna grana,

2. jedinstveno zavrsno stanje iz kojeg ne izlazi ni jedna grana, i

3. iz svakog stanja izlazi ili jedna grana oznacena simbolom iz azbuke ili najvise dve
grane obelezene sa €.

Jedno od najznacajnijih osobina Tompsonovih (N)KA-¢ jeste ta da su svi normalizovani.
Nije lose primetiti da ako regularni izraz ima r operacija, (N)KA-¢ koji se dobija kao
rezultat Tompsonovog algoritma ima najvise 2r stanja.

Tompsonov algoritam prati rekurzivnu definiciju regularnih izraza:
1. Ako je a € X, automat koji odgovara regularnom izrazu a koji opisuje jezik {a} je:

a
start —>@—>

2. Automat koji odgovara regularnom izrazu € koji opisuje jezik {€} je:

€
start —>@—>

3. Automat koji odgovara regularnom izrazu @ koji opisuje jezik 0 je:

start —>@

4. Neka su dati regularni izrazi p i ¢ i njihovi odgovarajué¢i automati P i Q, redom.
Zelimo da konstruisemo (N)KA-¢ koji odgovara regularnom izrazu p|g. Dodajemo
novo pocetno stanje (stanje 0) i zavrsno stanje (stanje 5) i e-prelazima ih povezujemo
sa pocetnim i zavrsnim stanjima automata P (stanja 1 i 3, redom) i automata Q
(stanja 2 i 4, redom). Pocetno stanje automata P prestaje da bude pocetno stanje i
zavrsno stanje automata P prestaje da bude zavrsno stanje. Isto vazi i za automat

Jo.o,
SRO
\,@-5 @/

5. Neka su dati regularni izrazi p i ¢ i njihovi odgovarajuéi automati P i Q, redom.
Zelimo da konstruisemo (N)KA-¢& koji odgovara regularnom izrazu p-g (odnosno,
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pq). Ovo mozemo uraditi na dva nacina:

(a) Prvi nacin je da e-prelazom povezemo zavrsno stanje automata P (stanje 1) i
pocetno stanje automata Q (stanje 2).

O OO,
start — ---> 1 2 F--->
P 0

(b) Drugi nacin je da spojimo zavrsno stanje automata P i po¢etno stanje automata
Q (time dobijamo jedinstveno stanje 1).

S EOFREOERO
P o

U oba slucaja je pocetno stanje (N)KA-¢ koji odgovara regularnom izrazu p-q za-
pravo pocetno stanje automata P (stanje 0, u oba slucaja), dok je njegovo zavrsno
stanje zapravo zavr$no stanje automata Q (stanje 3 u prvom slucaju, a stanje 2 u
drugom slucaju).

6. Neka je dat regularni izraz p i njegov odgovarajué¢i automat P. Zelimo da konstru-
isemo (N)KA-¢ koji odgovara regularnom izrazu p*. Dodajemo dva nova stanja,
pocetno (stanje 0) i zavrsno (stanje 3) i e-prelazima spajamo novo pocetno stanje
sa poCetnim stanjem automata P (stanje 1) i spajamo zavrsno stanje automata P
(stanje 2) sa novim zavrsnim stanjem. Takode, dodajemo e-prelaze od zavrsnog do
pocetnog stanje automata P, kao i e-prelaz od novog pocetnog stanja do novog zavr-
$nog stanja. Pocetno stanje automata P prestaje da bude pocetno stanje i zavrsno
stanje automata P prestaje da bude zavrsno stanje.

start —

Na prvi pogled deluje da smo mogli da konstruisemo (N)KA-g koji odgovara jeziku p+ i
na kraé¢i nacin: Dodajemo samo dva &-prelaza koji povezuju pocéetno stanje automata P
sa zavrsnim stanjem automata P i obrnuto.



46 Glava 3. Konac¢ni automati

{
start a@ ------ I.) ..... +

Druga konstrukcija takode opisuje p*, ali ne smemo da je koristimo, iako je Stedljivije. Ova
konstrukcija narusava definiciju normalizovanih automata jer iz zavrsnog stanja postoji
izlazna grana. Preporuka je da kod Klinijevog zatvorenja ne treba Stedeti sa dodavanjem
prelaza. Naredna dva primera nam ilustruju i zasto.

Primer 3.9 Konstruisati (N)KA-¢ koji odgovara regularnom izrazu axb* koriste¢i ispra-

van nacin konstruisanja px.
AN S

start —( 0 W, KZJ Q/ @ @

Primer 3.10 Konstruisati (N)KA-€ koji odgovara regularnom izrazu axbx koristeéi nei-
spravan nacin konstruisanja px.

Primetimo da ovaj automat ima put od zavr$nog stanja do pocetnog (to je put oznacen
isprekidanim prelazima). Zbog toga, on je u stanju da prihvata i re¢i u kojima se a
pojavljuje posle b, a takve reci nisu obuhvaéene jezikom axbx.

Primetimo da u primerima 3.9 i 3.10 nismo eksplicitno obelezavali e-prelaze. Nadalje ¢emo
se pridrzavati ove konvencije i smatrati svaki neoznacen prelaz za &-prelaz. Pogledajmo
sada jos neke primere koji ilustruju primenu Tompsonovog algoritma.

Primer 3.11 Konstruisati automat koji odgovara regularnom jeziku (a|b)xabb.
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start —

Primer 3.12 Konstruisati automat koji odgovara regularnom jeziku a+. Koristicemo
¢injenicu koju znamo od ranije da je a+= aax.

start —>@ NG m @

NN

Mada je potpuno korektan, prethodni (N)KA-€ koji odgovara regularnom jeziku a-+
se moze konstruisati i efikasnije, jednostavno uklanjanjem é&-prelaza od pocetnog do
zavrsnog stanja (N)KA-¢ koji odgovara regularnom jeziku ax.

Primer 3.13 Konstruisati automat koji odgovara regularnom jeziku a?.

a
start —

3.2.2 Algoritam oslobadanja od ¢e-prelaza

Prvo éemo prikazati postupak u opstem sluc¢aju, a potom ¢emo fokus staviti na oslobada-
nje od e-prelaza Tompsonovih (N)KA-¢ od ostalih koje je znatno jednostavnije bas zbog
njihove osobine da su normalizovani. Ideja je pronadi sva stanja iz kojih se prelazi u drugo
stanje po € i eliminisati ih dodavanjem novih grana po odgovaraju¢im slovima azbuke.

Primer 3.14 Neka je dat sledeéi

—~

N)KA-¢:
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Postupak oslobadanja od e-prelaza je slededi:

K1: Dodavanje prelaza a iz stanja 0 u stanje 3
K2: Dodavanje prelaza a iz stanja 1 u stanje 3
K3: Dodavanje prelaza a iz stanja 0 u stanje 4
K4: Dodavanje prelaza a iz stanja 1 u stanje 4
Kb5: Dodavanje prelaza a iz stanja 2 u stanje 4

Nakon dodavanja potrebnih prelaza, sledi brisanje svih €-prelaza. Rezultujuéi automat
je sledeci:

a
pmTWTTTTTTTTT -
’,” \\ Y
<:;:> <:i:> i: :j ; <:::> <:::>
A
\\\\\ \\\\~~ ///a - ,//
\\\\N\\~‘-~ a -————,4 ————————— _ -
TR, a e

Isprekidanom linijom su oznaceni dodavani prelazi.

Formalno gledano, prvo smo posmatrali sva stanja p,q,q’ i r i sve prelaze a za koje vazi:
£ a ) €
p—q9q—49 —1

i dodavali smo putanju (p,a,r) u A. Potom smo eliminisali sve putanje oblika (p,€,q) iz
A. Time smo dobili (N)KA bez e-prelaza.

Pri eliminaciji €-prelaza, u opstem slucaju se pronalaze sve putanje koje imaju &-prelaz,
pa prelaz po nekom slovu, pa zatim ponovo g-prelaz. Kod (N)KA-€ koji se dobijaju kao

rezultat Tompsonovog algoritma situacija se menja. Naime, dovoljno je prespojiti putanje
sledeceg oblika:

péq#l’.

Pokazimo ovo slede¢im primerom:

Primer 3.15 Oslobadanjem e-prelaza u (N)KA iz primera 3.9 dobija se sledeé¢i (N)KA:
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start —

Mozda nije sasvim jasno zasto su sva tri stanja iz primera 3.15 zavrsna. Ispostavlja se
da vazi sledece: Za zavrsno stanje (N)KA proglasavamo sva stanja u ¢ijem se epsilon
zatvorenju nalazi zavrsno stanje pocetnog (N)KA-¢. Pokazimo da ovo vazi na jos jednom
primeru.

Primer 3.16 Oslobadanjem €-prelaza u (N)KA iz primera 3.11 dobija se slede¢i (N)KA:

Ovo nije jedini nacin za eliminaciju € zatvorenja. Kao stanja novog automata mogu da
se uzmu €&-zatvorenja stanja polaznog automata. U tom slucaju potrebno je gledati za
svako zatvorenje €(i) sve neposredne prelaze po nekom simbolu, a iz svih stanja koja su
u €(i) povuéi odgovarajuce prelaze ka odgovarajuéim e-zatvorenjima. U tom slucaju se
razmatraju samo €-prelazi pre konkretnog prelaza po slovu azbuke, a ne i oni posle tog
prelaza (oni su apstrahovani time Sto smo za stanja uzeli g-zatvorenja).

Definicija 3.2.2 Epsilon zatvorenje stanja p, u oznaci €(p), predstavlja sledeéi skup:

gp)={qlr-—=q}

Primer 3.17 Epsilon zatvorenja stanja iz primera 3.14 su: €(0) ={0,1,2}, €(1) ={1,2},
£€(2) ={2} i €(3) ={3,4}. KonstruiSemo novi automat ¢ija su stanja upravo ovi prelazi:



3.2.3

50 Glava 3. Konac¢ni automati

Kao sto smo videli, ukoliko nam je dat regularni jezik, primenom Tompsonovog algoritma,
pa zatim algoritma oslobadanja od e-prelaza, mozemo dobiti (N)KA. Postoji jos jedan
algoritam koji neposredno izvodi (N)KA iz zadatog regularnog izraza koji se naziva Glu-
skovljev algoritam. lako nama jednostavniji i brzi za rad, ispostavlja se da je do sada
opisani metod (primena prethodna dva algoritma) laksi za automatizaciju i implementa-
ciju u racunaru. Ipak, prikaza¢emo i Gluskovljev algoritam u narednoj sekciji.

Gluskovljev algoritam

Konstrukcija automata Gluskovljevim alogritmom sastoji se iz 3 koraka:

1. Sva slova u regularnom uzrazu numerosu se brojevima od 1 do n, pri ¢emu je n broj
karaktera koji se pojavljuju u regularnom izrazu.

2. Svakom broju dodeljuje se po jedno stanje automata. Dodaje se i stanje 0 koje
predstavlja pocetno stanje. Zavrsna stanja su sva stanja koja odgovaraju indeksima
slova kojima se moze zavrsiti rec¢ jezika. U slucaju da je prazna re¢ deojezika, onda
i stanje 0 moze biti zavrsno stanje.

3. Granu koja vodi os stanja i do stanja j obelezavamo slovom na poziciji j ako se x;x;
moze pojaviti bar u jednoj reéi jezika. Takode, potrebno je povezati pocetno stanje
sa svim stanjima koja predstavljaju indeks pocetnog slova neke reci jezika.

Primer 3.18 Konstruisati automat koji odgovara regularnom izrazu (a|b)*abb.

Prvo, obelezimo svako slovo odgovaraju¢im brojem.

Zatim pravimo stanja za svaki broj.

®
@ O ©
®

Sada treba dodati odgovarjuée grane. Kao pocetno slovo mogu se pojaviti slovo a na
poziciji 1, slovo b na poziciji 2 ili slovo a na poziciji. Zbog toga dodajemo prelaze iz
stanja 0 u stanje 1 i 3 po slovu a, i u stanje 2 po slovu b:
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e

a

& ©
©

Dalje, iz stanja 1 moze se prec¢i u stanje 1 ili u stanje 3, ako je naredno slovo a, u stanje
2, ako je naredno slovo b

1z stanja 2 prelazi se u stanje 1 ili 3, ako je naredno slovo a, ili se ostaje u stanju 2, ako
je naredno slovo b:

Kada smo dosli do stanja 3, put do poslednjeg stanja je pravolinijski jer re¢ mora da se
zavrsi sa abb. Zbog toga, iz stanja 3 u stanje 4 prelazi se po karakteru b, i iz stanja 4 u
stanje 5 takode po karakteru b.
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Primer 3.19 Konstruisati automat koji odgovara regularnom izrazu axbx.

a|*|b]

of1] [2]

a

()
start—> b
~(2)

b

3.2.4 Algoritam konstrukcije podskupova

Algoritam konstrukeije podskupova nam omoguéava da od (N)KA dobijemo DKA. Postu-
pak razlikuje nekoliko koraka:

1. Konstruisati (N)KA koji odgovara zadatom regularnom izrazu.
2. Napraviti tabelu prelazaka dobijenog (N)KA.
3. Konstruisati DKA prema sledeéem uputstvu:

Na pocetku, skupovi Q, I, F i A iz DKA su prazni skupovi.

Stanja DKA bi¢e podskupovi stanja (N)KA.

Stanja koja su bila pocetna u (N)KA stavimo u jedan podskup i oznacimo taj
podskup kao pocetno stanje DKA. Prema tablici prelaska odreduje se podskup
stanja u koje se moze preéi iz pocetnog stanja preko odgovarajuéeg slova, tako
da se po jednom slovu prelazi u jedinstveno stanje.

Postupak se nastavlja sa novim podskupovima dok se ne obrade svi.

U slucaju da se iz nekog stanja preko nekog karaktera ne moze sti¢i ni u jedno
drugo stanje, podskup je prazan skup stanja koje predstavlja stanje greske.
Jednom kad se stigne u to stanje, ne moze se vratiti u neko validno stanje.
Stanja DKA koja sadrze zavrsna stanja (N)KA oznacavamo zavrsnim.
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e Broj stanja u najgorem slucaju iznosi 2", ali takvi slucéajevi su retki.

Primer 3.20 Determinizovati automat koji odgovara izrazu a+b.

Korak 1. (N)KA koji odgovara zadatom regularnom izrazu je:

a

start —( 0 “@b@

Korak 2. Tabela prelazaka dobijenog (N)KA:
| a | b
—01]0,1|—
1| — |2

@__

Napomena: Strelicom su obelezena pocetna stanja, a zaokruzena stanja predstavljaju
zavrsna stanja.

Korak 3. Kako je u ovom slucaju jedino stanje 0 bilo pocetno u (N)KA, onda je trazeno
pocetno stanje (tj. podskup koji predstavlja pocetno stanje) DKA podskup {0} i ozna-
¢imo ga q1, tj. g1 € Qi q €1

Kada pravimo novi podskup, mi zapravo gledamo svaki element podskupa od kojeg kre-
¢emo (ti elementi su stanja u (N)KA) i pravimo novi podskup tako sto dodajemo sva
stanja do kojih se moze sti¢i u (N)KA:

o Iz stanja g;:
— preko karaktera a, moze se sti¢i do stanja 0 ili 1, te je {0,1} =g, € Q i
(Cll ), C]2) €A
— preko karaktera b, nema stanja u koje se moze stiéi te je podskup prazan, tj.
{}=93€Qi(q1,b,q3) €A
o Iz stanja gp moze se stiéi:
— preko karaktera a, do stanja do stanja 0 ili 1, Sto je stanje ¢»
— preko karaktera b, do stanja 2, te je {2} =q4 € Qi (q2,b,q4) €A
o Iz stanja g3 je stanje greske i za svaki karakter vazi da vodi nazad do ovog stanja,

te j€ (q37a7q3) €A (‘Bab,%) €A
o Iz stanja g4 zavrsno stanje i za svaki karakter vazi da vodi do stanja greske, tj. do

{}, te je (g4,a,93) €A1 (qa,b,q3) €A
Ovo nam daje sledeéi DKA:
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e Q
S

a

start —>
b

a,b
a,b
Stanja DKA koja sadrze zavrsna stanja (N)KA oznacavamo zavrsnim. U ovom slucaju,

to je stanje g jer sadrzi stanje 2 koje je bilo zavrsno u (N)KA. Naravno, stanja ne mo-
ramo obelezavati skupovima. Umesto toga mozemo ih preimenovati, na primer, slovima

grckog alfabeta:
a
a é\bc
b /
a,b

a,b

start —

Definicija 3.2.3 Neka je zadat (N)KA koji je predstavljen petorkom &7 = (X,0,1,F,A).
Tada je odgovarajuéi DKA predstavljen petorkom 2 = (£,P(Q),i,F’,5), gde je:
e P(Q) partitivni skup skupa Q,
L] l = I’
o F'={qeP(Q) | gnF #0},i
« 8(q.a)={p'€0|(Breq): (p,a,p)eA}= LEJ {P' €0 (p.ap)eA}
peq

Pojasnimo 6 sledeéim primerom.

Primer 3.21 Za automat iz primera 3.22 vazi:

a |b

| a | b

) 11,32 . .
Tablica (N)KA: Tablica DKA: {1,3} | {1,3} | {2,4}

3| — |4




3.2 Klinijeva teorema

55

Sto se moze zapisati:

a to odgovara definiciji skupa &.

S(g={p=1p=3}a)={p'=1.p' =3}"8(g={p=1,p=3}0) = {p'=2,p' =4},

Konstrukeija (N)KA:

Tablica (N)KA:

a | b
—0]1,3|2
1 1,32
2 1,32
3 — | 4
4 - |5
®

Tablica DKA:

Primer 3.22 Konstruisati DKA koji odgovara regularnom izrazu (a|b)xabb.

a b
— {0} [{1,3} | &
{1,3} | {1,3} | {2,4}
2 {13} @
{2,4} | {1,3} | {2,5}
(1,3} {2

U ovom sluc¢aju ¢emo DKA prvo predstaviti tabelarno, pa zatim i graficki. Citajudi
tablicu za (N)KA dobijamo tablicu za DKA.

Imenujmo dobijene podskupove {0},{1,3},{2},{2,4},{2,5} slovima «, 3,7, i &, redom.
Citajuéi tablicu prelaska DKA, dobijeni DKA moZemo prikazati graficki:
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a
a
start — a
b
b

Primetimo da ovaj automat nije minimizovan, tj. da postoje stanja sa identi¢nim prela-
scima, kao sto su @ i ¥ u ovom slucaju i ona se mogu spojiti. Minimizacijom automata
¢emo se pozabaviti u narednom poglavlju.

Teorema 3.2.3 Za sve skupove stanja q,q’ € Qpka, sva stanja p,p’ € Q(y)ka i re¢ w vazi:

' (qw)=q <—=4d={p €0 |3Bpeq): p——p'}.

Ova teorema se neformalno moze opisati recenicom: ,,U DKA, moze se krenuti iz nekog
skupa stanja ¢ i ¢itanjem neke reci w doéi u neki skup stanja ¢’ akko je ¢’ skup svih stanja
(N)KA do kojih se moze doéi ¢itajuéi re¢ w”.

Daé¢emo primer ove teoreme, ali pre toga uvedimo slede¢u oznaku:

w

I)...q7

koja oznacava da se krenuvsi od skupa stanja p, ¢itajuéi re¢ w, moze sti¢i do skupa stanja
q.

Primer 3.23 Iz primera 3.22 mozemo uociti da vazi sledece:

abb

{0} -+~ {2,5},

tj. ako se u DKA krene iz stanja {0} i procita re¢ abb, stié¢i ¢e se do stanja {2,5}.
Teorema tvrdi da onda u (N)KA postoji stanje p (u ovom slucaju 0) i p’ (21 5) tako
da ¢itajudi re¢ abb moze se sti¢i od p do p’. U NKA, ¢itajuéi re¢ abb iz stanja 0 moze
se sti¢i u stanje 2 (to je put 0 - 1 LN NN 2) ili ¢itajudi istu rec se iz stanja 0 moze

sti¢i u stanje 5 (to je put 0 = 3 LAY 5).

Sliéno vazi:

(1,3} ¥ {2,4}.

Dokaz teoreme 3.2.3 se izvodi indukcijom po duzini reci, ali on necée biti prikazan.
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Murov algoritam
Pre samog algoritma minimalizacije DKA, uveséemo nekoliko oznaka i definicija koje ¢emo

koristiti nadalje. Klju¢ni pojam ¢e biti ekvivalencija stanja.

U (N)KA, jezik stanja ¢, u oznaci L,, sledeéi je skup:

Ly={weX | (3¢ €F): ¢—q'}.

Ako se podsetimo definicije jezika automata 2/, onda moZemo primetiti da se jezik auto-
mata &/ zapravo moze predstaviti kao unija jezika njegovih pocetnih stanja, tj.

L(,Q%) = ULq

qel

Lema 3.2.4 Ako jezik stanja sadrzi praznu re¢, onda je to stanje zavrsno pod uslovom
da nema e-prelaza.

Dokaz. Sledi direktno iz definicije jezika stanja za w = €. Posto trenutno govorimo o
DKA, onda je jasno da neée postojati e-prelazi, te ¢e ovo uvek biti ispunjeno. |

Nakon uvodenja ovih oznaka, definisaéemo pojam ekvivalencije stanja.

Po definiciji Nerodove ekvivalencije stanje p je ekvivalentno stanju ¢ AKKO su im
jezici isti tj. ako su skupovi re¢i koji mogu da se prepoznaju polazeéi iz stanja p i ¢
jednaki. Pisemo:

df
p~qs—L,=L,

Primetimo da vazi slede¢e: Moze se desiti da dva stanja imaju razlicite prelaze, a da su
ekvivalentna. Nije potreban uslov da imaju iste prelaze, ali jeste dovoljan.

I Lema 3.2.5 Nerodova ekvivalencija je relacija ekvivalencije.

. . i 1w . (K Lo s
Jezik stanja g za reci duzine najvise k, u oznaci LE; ), slededi je skup:

LE,"):{WGZ* | (3geF): p-qg A |w| <k}

Uvodimo relaciju Nerodove ekvivalencije za reci duzine najvise k na sledeéi nacin:

af k k
P~ q<:>L§,):L,(]),

tj. dva stanja su ekvivalentna za reci duzine k, ali moze postojati prelaz po nekom slovu
tako da se stigne do razli¢itih stanja (razli¢itih u smislu da je jedno zavrsno, a drugo
nezavrsno). Ilustrujmo ovo sledeé¢im primerom:
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Primer 3.24 1. Bez gubitka opstosti, pretpostavimo da je a takvo slovo i w takva rec¢
za koje vazi |w| <k, tj. |aw| <k+1 i vazi:

p——=p —=p"€F,
g4 4" ¢F.
Vidimo da su stanja p’ i ¢’ neekvivalentna za re¢i duzine k, tj. p’ »<, ¢'. Tada
mozemo zakljuciti da je
P> 4

Zakljucak: Dovoljno je da nademo prelaz po jednom slovu da bismo utvrdili da se
stanja razlikuju.

2. Medutim, da bismo utvrdili da su stanja ekvivalentna, moramo proveriti prelaze
po svim slovima azbuke:
Za svako a € X:

akopi>p’ A qLM]’ A p' ~, q’, onda p ~,,, q.

Neka je o potpuni determinitstéki konacan automat koji prepoznaje neki jezik L. Sta-
nja minimalnog automata % = &7/ ~ su klase ekvivalencije po relaciji koje nastaju
Stapanjemstanja polaznog automata /. Dva stanja p i ¢ su razlikujuca ako je jedno od
stanja zavrsno, a drugo nije, ili ako postoji slovo a € X tavo da su stanja o(p,a) i d(q,a)
razlikujuéa. U prvom koraku stanja se dele na skup zavrsnih i skup nezavr$nih stanja.
Zatim se razmatra da li postoji slovo a € X koje razlikuje neka dva stanja u konstruisanim
skupovima stanja. Skupovi se na kraju razlazu na skupove koi sadrze samo nerazlikujuéa
stanja.

Sada ¢emo dati primer koji detaljno ilustruje Murov algoritam aproksimiranja Nerodove
ekvivalencije pomoc¢u Nerodovih ekvivalencija za rec¢i duzine najvise k, za sve k = 1,n, pri
cemu je n € N takav broj da vazi ~, | = ~, . Nakon Sto nademo trazeno n, dolazimo do
zakljucka:

n—1

Primer 3.25 Minimizovati sledeé¢i DKA:

start —( 0
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Murov algoritam:

k = 0: Posmatramo relaciju ~, i trazimo njene klase ekvivalencije:

To su stanja koja se razlikuju za rec¢i duzine 0. Kako ¢itanjem prazne reci ostajemo
u istom stanju, u prvom koraku uvek imamo tacno dve klase ekvivalencije, jednu
koja sadrzi zavrsna i drugu koja sadrzi nezavrsna stanja. Dakle, klase ekvivalen-
cije posmatrane relacije su: {0,1,4,5,6,3} i {2}.

: Posmatramo relaciju ~
Razmatramo stanja unutar klasa ekvivalencije prethodno posmatrane relacije. Kako

je stanje 2 jedino u svojoj klasi, njega ne razmatramo, ono ostaje tako kako je.
o razmatramo stanja 0 i 1:

, 1 trazimo njene klase ekvivalencije:

a) 05 1A1-55.
Posto su stanja 11 5 u istoj klasi ekvivalencije po duzini 0, ona su ekviva-
lentna po 0, tj. vazi 1 ~, 5. Posto smo naisli na ekvivalenciju, moramo
proveriti i za preostala slova azbuke automata kako bismo utvrdili ekvi-
valenciju stanja 0 i 1.
b) 0-254n1-252.
Stanja 2 i 4 nisu u istoj klasi ekvivalencije po duzini 0, tj. vazi 4 >, 2.
Iz ovoga zakljucujemo: 0 o7, 1.
razmatramo stanja 0 i 4:
a) 051045201 o7, 2.
Iz ovoga zakljucujemo: 0 o7, 4.
razmatramo stanja 0 i 5:
a) 0-51A5 -5 5A1 ~, 5.
b) 0254755374 ~, 3.
Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 0 i 5 ekvivalentna
stanja po duzini 1, tj. vazi 0 ~, 5. Dalje ne moramo proveravati ekvivalent-
nost stanja 115 ili 4 i 5, zbog tranzitivnosti Nerodove ekvivalencije.
razmatramo stanja 0 i 6:
a) 05 1A6-5A1~, 5.
b) 025 4N6-252A4 5o, 2.
Iz ovoga zakljucujemo: 0 o<, 6.
razmatramo stanja 0 i 3:
a) 05 1A3-56A1~, 6.
b) 0-254A3 25404 ~, 4.
Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 0 i 3 ekvivalentna
stanja po duzini 1, tj. vazi 0 ~, 3.
razmatramo stanja 1 i 4:
a) 1-55504 5205 ~, 2.
Iz ovoga zakljuCujemo: 1 o<, 4.
razmatramo stanja 1 i 6:
a) 1 5 5A6-55A5~, 5.
b) 1-252A6-252A2 ~, 2.
Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 1 i 6 ekvivalentna
stanja po duzini 1, tj. vazi 1 ~, 6.
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Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {0,3,5},{1,6},{4},{2}.
k =2: Posmatramo relaciju ~, i trazimo njene klase ekvivalencije:

Razmatramo stanja unutar klasa ekvivalencije prethodno posmatrane relacije.
o razmatramo stanja 0 i 5:
a) 0 1A5 -5 5A1 o, 5.
Iz ovoga zakljucujemo: 0 o7, 5.
o razmatramo stanja 0 i 3:
a) 05 1A3-56A1~, 6.
b) 0-254A3 25404 ~, 4.
Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 0 i 3 ekvivalentna
stanja po duzini 2, tj. vazi 0 ~, 3.
e razmatramo stanja 1 i 6:
a) 1 -55506-235A5~, 5.
b) 1-252A6-252A2 ~, 2.
Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 1 i 6 ekvivalentna
stanja po duzini 2, tj. vazi 1 ~, 6.
Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {0,3},{1,6},{5},{4},{2}.

k =3: Posmatramo relaciju ~, i trazimo njene klase ekvivalencije:

3
Razmatramo stanja unutar klasa ekvivalencije prethodno posmatrane relacije.
o razmatramo stanja 0 i 3:
a) 0-51A3-56A1~, 6.
b) 0-254A3 25404~ 4.
Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 0 i 3 ekvivalentna
stanja po duzini 3, tj. vazi 0 ~, 3.
o razmatramo stanja 1 i 6:
a) 1 5 5A6-55A5~,5.
b) 1-25206-22A2 ~, 2.
Posto u azbuci imamo samo slova a i b, pokazali smo da su 1i 6 ekvivalentna
stanja po duzini 3, tj. vazi 1 ~, 6.
Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {0,3},{1,6},{5},{4},{2}.

Vidimo da se klase ekvivalencije ~, i ~, ne razlikuju i tu stajemo sa proverom.

Pronasli smo Nerodovu ekvivalenciju, to je ~ = ~, .

Svaka klasa ekvivalencije predstavlja jedno stanje. Obelezimo ih, redom, slovima A, B,C,D

Pocetno stanje MDKA je ono koje sadrzi pocetno stanje polaznog DKA (sli¢no vazi za
zavrsno stanje). Trazeni MDKA predstavlja sledeéi automat:
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b
start —{( A a /I—B\ @

Ispravnost Murovog algoritma nam garantuje naredna teorema koju ¢emo navesti bez do-
kaza.

Teorema 3.2.6 Rezultujuéi MDKA koji se dobija primenom Murovog algoritma na (pret-
hodno upotpunjen) DKA ima minimalan broj stanja i jedinstven je do na preimenovanje
stanja.

Ovo poglavlje o Klinijevoj teoremi sumira¢emo slede¢im dvama primerima koji pokazuju
potpun postupak primene Klinijeve teoreme na proizvoljno zadate regularne izraze i to
koristeé¢i dva razlic¢ita puta od regularnog izraza do MDKA.

Primer 3.26 Konstruisati MDKA koji odgovara regularnom izrazu (a|b)xab(a|b)x*.

Tompsonov algoritam:

it (DY,
star b

Algoritmi oslobadanja od e-prelaza i konstrukcije podskupova:
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a

start —-

Preimenovanje:

Ry

Napomena: U nastavku ¢emo pisati samo stanja za koja smo zakljucili da nisu ekvi-
valentna, kao i dokaz na osnovu kojeg smo dosli do tog zakljucka. Ukoliko neka stanja
nisu razmatrana, podrazumevace se da su ekvivalentna.

start —

Murov algoritam:

k =0: Klase ekvivalencije ~, : {A,B,C} i {D,E,F,G}

k =1: Posmatramo ~ :

« A B(A-2CAB-ZDAC 5, D).
Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {A,C},{B} i {D,E,F,G}.

k =2: Posmatramo ~, : Nema klasa u kojima stanja nisu ekvivalenta, pa su klase
ekvivalencije posmatrane relacije: {A,C},{B} i {D,E,F,G}.

Posto su klase ekvivalencije ~
toje ~ = ~

, 1 ~, jednake, pronasli smo Nerodovu ekvivalenciju,

5 -

Obelezimo redom stanja slovima o, B i y. Trazeni MDKA je slede¢i automat:




3.2 Klinijeva teorema

63

start —( o —- & b @

Primer 3.27 Konstruisati MDKA koji odgovara regularnom izrazu (a|b)+ba.

Gluskovljev algoritam:

b

Algoritam konstrukcije podskupova:

al b a b

—o0|1] 2 — {0} | {1} | {2}

, 1 |1]23 , {1} | {1} [{2,3}
Tablica (N)KA: ) 123 Tablica DKA: {21 {1} |{2,3}
3 4 = {273} {174} {273}

@ |- - |23

Imenujmo podskupove {0},{1},{2},{2,3} i {1,4} slovima A,B,C,D i E, redom. Tada

dobijeni DKA predstavlja sledeéi automat:

start —
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Murov algoritam:

k = 0: Klase ekvivalencije ~,: {A,B,C,D} i {E}.

k =1: Posmatramo ~ :
e Ay, D(A-BAD -5 EAB <, E).
Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {A,B,C}, {D} i {E}.

k =?2: Posmatramo ~, :
« A, B(A-ZCAB-2DAC < D).
« Ay, C(A-CcAC L DAC 4, D).
Klase ekvivalencije posmatrane relacije su: {A},{B,C},{D} i {E}.

k =3: Posmatramo ~, : Nema klasa u kojima stanja nisu ekvivalenta, pa su klase
ekvivalencije posmatrane relacije: {A},{B,C},{D} i {E}.
Posto su klase ekvivalencije ~, i ~, jednake, pronasli smo Nerodovu ekvivalenciju,

toje ~ = ~, .

Obelezimo redom stanja slovima o, B,y i 6. Trazeni MDKA je sledeé¢i automat:

a
% i
a,b b
start —>@ Y

2

Teorema 3.2.7 Dva regularna jezika su ekvivalentna akko su odgovarajuéi PMDKA ekvi-
valentni.

3.2.6 Metod eliminacije stanja

Videli smo kako od regularnog izraza dobijamo PMDKA. Sada nam je zadatak da na
osnovu zadatog automata odredimo koji je regularni jezik njime opisan. Meotd se sastoji
u transformaciji polaznog automata u ekvivalentni automat sa samo dva stanja (pocetnim
i zavr$nim) i jednim prelazom ¢ija je oznaka jezik prepoznat automatom (moze biti i
prazan). L,, oznacava jezik opisan oznakom (neposrednog) prelaza iz stanja p u stanje g.
Na samom pocetku dodajemo dva nova stanja. Prvo stanje ¢e biti novo pocetno stanje i
povezujemo ga sa pocetnim stanjem ulaznog automata, a drugo predstavlja novo zavrsno
stanje i povezujemo ga sa zavrSnim stanjem polaznog automata. Zatim eliminisemo jedno
po jedno stanje na sledeéi nacin: neka su p,q,r tri razli¢ita stanja automata, a L, jezik
svih oznaka svih izra¢unavanja koja pocinju u p, zavrsavaju u r, a prolaze kroz stanje q.
Metod se sastoji u uklanjanju stanja g i obeleZavanju grane izmedu p i r oznakom L,
Time se eliminise jedno stanje, a jezik koji automat prepoznaje ostaje isti. Ponavljanjem
ovog postupka, polazni automat se svodi na automat sa dva stanja - pocetnim i zavrsnim,
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a grana koja ih povezuje oznacena je jezikom koji ovaj automat prepoznaje.

Primenu metoda ilustrova¢emo narednim primerima.

Primer 3.28 Odrediti koji je regularni jezik opisan slede¢im automatom:

b b

a
start —>
a

Pripremni korak je dodavanje novih stanja. Dodajemo novo jedinstveno pocetno stanje
o i novo jedinstveno zavrsno stanje f. Cilj je da se oslobodimo ostalih stanja, tj. da
nam ostanu samo stanja o i f. Prvo $to radimo jeste povezivanje novih stanja sa starim.
Iz stanja @ dodajemo grane u sva stara pocetna stanja, a u stanje f dovodimo grane iz
svih starih zavrsnih stanja.

start —>@—>

Da bismo se oslobodili starih stanja dopustamo da se na granama javljaju regularni
izrazi. Rezultat primene ove metode je automat sa jednim pocetnim i jednim zavrsnim
stanjem koja su povezana jednom granom koja prepoznaje regularni izraz koji je opisan
pocetnim automatom. Ne postoji neko pravilo po kom treba birati koje stanje prvo
eliminisati.

EliminiSimo, na primer, stanje 1:

blabxa

Zatim, eliminisemo stanje 0:

(blabxa)x
start — @

Dakle, zadati automat prepoznaje regularni jezik (b|abxa)x.

Napomenimo ve¢ sada da duzina dobijenog regularnog izraza veoma brzo raste Sto je
automat slozeniji. Ponekad je moguce vrsiti skra¢ivanja izraza u hodu, Sto ¢emo ilustrovati
slede¢im primerom.
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Primer 3.29 Odrediti koji je regularni jezik opisan slede¢im automatom:

start — a

Pripremni korak:

b
b
a
start — a b
b
b

Eliminacija stanja 0:

Eliminacija stanja 1:
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b|(a?axb) = axb €|aaxe = ax
start —{ « @ @

blaaxb = axb

alaxe = ax

Eliminacija stanja 2:

ax|axb(axb)xax
start —( « @

Primetimo sledece ekvivalentnosti:

ax|axb(axb)xax = ax|(axb)+ax = (€|(axb)+)ax = (axb)xax.

Dakle, automat prepoznaje regularni jezik (axb)*ax.

Skupovne operacije i konac¢ni automati

Neka je £ ={aj,ay,...,a,}. Posto je £* regularan jezik (i znamo da ga mozemo predsta-
viti regularnim izrazom (ai|az|...|a,)*), ako su regularni jezici koji mogu biti konstruisani
podskupovima regularnog jezika ¥* zatvoreni za presek i uniju, onda je jasno da ¢ée biti
zatvoreni i za komplement, a samim tim i za sve ostale Bulovske operacije.

Lema 3.3.1 Za dva konacna automata moguce je napraviti tre¢i konac¢ni automat koji
prepoznaje njihov presek, uniju i razliku.

Dokaz. Automati kojima racunamo preseke, uniju i razlike su PDKA. Teorijski nije
potrebno da budu i minimalani, ali u praksi je lakse raditi sa manjim brojem stanja.
Takode, dokaz ¢emo prikazati na jednostavna dva automata, ali postupak se u potpunosti
skalira za proizvoljne automate.

Neka su zadata sledeca dva automata, o7 i 4, redom:

b b
a
start —>
a

a

start —

Jednostavnosti radi, drugacije obelezavamo stanja automata ' od stanja automata Z.
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Kljucéan deo dokaza za sve tri operacije je konstrukcija Dekartovog proizvoda stanja ova
dva automata. Znaci, konstruiSemo automat o7 x 4 ¢iji je skup stanja Dekartov proizvod
stanja datih automata, tj. Qux2 = Q. X Qz. Grane ovog automata konstruisemo tako
sto posmatramo svaki par (x,y) € Qnx 2 i gledamo pojedinaéno u koje se stanje dolazi iz
stanja x u prvom automatu, odnosno iz stanja y u drugom. Pocetna stanja tog automata
moraju da sadrze pocetna stanja oba automata; u ovom slucaju to je stanje (0,A). Proizvod
istovremeno simulira oba automata. Ono zbog ¢ega je proizvod automata koristan jeste sto
pravim odabirom zavrsnih stanja mozemo dobiti razlicite automate, a tabela 3.3 odreduje
zavrsna stanja za svaku operaciju.

Operacija | Zavrsna stanja
g NP (0, B)
o URB (0, A), (0, B), (1, B)
A\AB (0, A)
B\ (1, B)

Dekartov proizvod automata < i &£ ilustrovan je narednim automatom gde je kao zavrsno
stanje obelezeno stanje (0,B), dakle, prikazan je presek ova dva automata.

start —>
b

a

Uvedimo jos i operaciju komplementa automata. Neka je zadat automat 7 nad azbukom
Y. Komplement automata &7, u oznaci &7, predstavlja sledeé¢i automat:

=3\ o,

pri cemu je X* zapis za automat, koji opisuje regularni jezik X*, a koji je predstavljen
slede¢im automatom:

X

start —>

Kada znamo da konstruiSemo Dekartov proizvod automata, onda znamo i razliku, pa
znamo i komplement (na osnovu prethodne definicije). Ipak, operaciju komplementa au-
tomata moZemo sprovesti na sledeéi nac¢in: Neka je zadat PDKA & = (X,0,1,F,A). Kom-
plementarni automat /¢ je automat (X,Q,I,Q\F,A). Dakle, samo smo zamenili skup
zavrsnih stanja njegovim komplementom, tj. stanja koja su bila zavrsna sada oznacimo
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kao nezavrsna i obrnuto. Ipak, treba biti oprezan sa ovakvim sprovodenjem komplementa
automata. Ilustrujmo ovo slede¢im primerom:

Primer 3.30 Automat koji prepoznaje regularni jezik a(a|b)x je sledeéi automat:

a,b

a
start —>@—>

Prateéi prethodno uputstvo, automat koji prepoznaje regularni jezik (a(a|b)*)¢ trebalo
bi da bude slede¢i automat:

a,b

start —>

Medutim, re¢ w = b ne moze biti prepoznata ni jednim automatom, sto je kontraprimer
hipotezi da je drugi automat komplement prvom. Ovaj rezultat se dobija zato Sto
pocetni (prvi) automat nije prethodno upotpunjen. Ispravno bi bilo:

a,b

a
start — @

a,b

Sada se ispravan komplement dobija primenom prethodnog pravila:

3.3.1 Lema o razrastanju

Lema 3.3.2 Svaka re¢ jezika L moze razbiti na tri dela, tj. w=xyz, tako da vazi xy'z € L,
za sve i > 0.

Dokaz. Neka automat 7 ima k stanja (tj. |Q| =k). Medutim, koliko god da automat
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ima stanja, uvek mozemo nadi rec ¢ija je duzina veéa od k. Za svaku rec¢ w € L koja je duza
od k vazi sledece: prilikom njenog prihvatanja ¢e se kroz barem jedno stanje (oznacimo ga
q) proéi dva puta (na osnovu Dirihleovog principa), tj. za neke go €11 g, € F:

g —q -1 g2 g,

gde je w=xyz. Recima, postoja¢e neko stanje g tako da ukoliko se krene iz stanja g,
procita neka re¢ x, zatim stigne do stanja ¢ koje se moze ponavljati (preko reéi y se opet
stigne do stanja g) i nadalje se Cita re¢ z i stigne do stanja g,.

Kako w € L, to i xz € L (jer postoji put go — ¢ — g, u automatu). Veé znamo da xyz € L.
Takode, re¢ xyyz € L (jer postoji put gy — ¢ Tg-L g g u automatu). Lako se
vidi da sve reci oblika xy'z pripadaju jeziku L, za i > 0. |

Na pocetku ovog poglavlja rekli smo da nikoji jezik koji zahteva uparivanje (barem) dva
entiteta ne moze biti opisan regularnim jezikom. Kao primer dali smo jezik L= {a"d" | n >
0}. Na ovom mestu ¢emo pokazati dokaz za ovu ¢injenicu. Naravno, iako sledeéa teorema
vazi za proizvoljan jezik koji ispunjava navedeni zahtev uparivanja, mi ¢emo pokazati
dokaz za konkretan jezik, i to ée biti bas jezik L. Ovo éemo pokazati koriséenjem leme o
razrastanju.

I Posledica 3.3.3 Jezik L = {d"b" | n > 0} nije regularan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je jezik L regularan. Na osnovu Klinijeve teoreme,
postoji (N)KA koji prepoznaje jezik L, i neka je to automat <7 = (X,0,1,F,A). Na osnovu
prethodne leme, postoji re¢ w € L, takva da je |w| > |Q| i koja je oblika:

aa...abb...b.
N ——

n n

Rec je dovoljno dugacka da mozemo da nademo njeno razbijanje na tri reéi x, y i z. Po-
stavlja se pitanje na koje sve nac¢ine mozemo da podelimo datu rec?

Posmatrajmo razbijanje:
aa...aaa...aaa...abbb...bbb .
N —
X y z
ili simetri¢no razbijanje:
aa...abb...bbb..bbb...b.
e S —_

X y z

Primetimo da u ovim slucajevima vazi xz ¢ L, te ovakva razbijanja nisu moguca.
Posmatrajmo razbijanje:

aa...aaa...abb...bbb...b.
N — — N~

X y z

Jasno je da ako y obuhvata razli¢ite brojeve karaktera a i b, onda ¢e ponovo vaziti xz ¢ L.

Dakle, jedino razbijanje reci w koje je preostalo je takvo da y sadrzi jednak broj karaktera

a i b. Na primer, neka y = aabb. Medutim, sada iako xy € L i xyz € L, dogodilo se da

xy’z ¢ L (jer xy*z = ga...aaabbaabbpb...b ¢ L). Dakle, ni ovo razbijanje nije moguce.
———— =

X y z

Zaklju¢ujemo da ne mozemo da rastavimo re¢ w na tri reci. Kontradikcija. |
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3.3.2 Pitanja i zadaci

I Zadatak 3.1 Upotpuniti deterministicki konac¢ni automat iz primera 3.6. n

Zadatak 3.2 Konstruisati nedeterministicki konacni automat koji odgovara regularnim
izrazima:

1. ((alab)+b?)x,

2. (abx)b,

3. (ala)*, i

4. (a|b)xc(cax)+,
prvo primenom Tompsonovog algoritma i algoritma oslobadanja od e-prelaza, a potom
i primenom Gluskovljevog algoritma. "

I Zadatak 3.3 Dokazati lemu 3.2.5. n
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(4. Kontekstno-slobodne gramatike

Kontekstno-slobodne gramatike (¢esée ¢emo koristiti oznaku KS gramatike) jesu, po pra-
vilu, dovoljne da se opiSe sintaksicka struktura jednog programskog jezika, kao sto su
regularni izrazi dovoljni da se opiSe leksicka struktura programskih jezika. Neformalno,
jedna gramatika sadrzi simbole i pravila izvodenja u toj gramatici.

Simboli mogu biti:

o zavrsni simboli (koriste se i sinonimi terminalni simboli, terminali, i tokeni), i
o nezavrsni simboli (koriste se i sinonimi neterminalni simboli, neterminali, i po-
mo¢ni simboli).

Posmatrajmo sledeéi primer:

Primer 4.1 Neka je data gramatika G sa slede¢im skupom pravila:

1. A — aAb, i
2. A — &

Ovo je jedan jednostavan primer KS gramatike. Zavrsni simboli su a i b, a pomocéni
simbol je A. Izvodenje pocinje od pomoénog simbola kojeg menjamo na osnovu nekog
pravila. MoZemo primeniti pravila prezapisivanja, na primer, na sledeéi nacin:

A == aAb —= aaAbb == aabb.

Kada dobijemo re¢ u kojoj nema neterminalnih simbola, onda za tu re¢ mozemo reéi da je
rec jezika opisane gramatike. Vidimo da re¢ w = aabb pripada jeziku date gramatike
jer smo pronasli izvodenje do te reéi u datoj gramatici. Nije tesko primetiti jos i da je jezik
opisane gramatike zapravo jezik L ={a"b" | n > 0} (lako se pokazuje indukcijom po duzini
reci). Za n=0, jasno je da & = a’h® € L. Kako dobijamo & koristeéi prethodno navedena
pravila? Primenom pravila 2 (samo jednom), dobija se trazena prazZna rec:

2
A= ¢.
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Navedimo jos dva primera KS gramatike.

Primer 4.2 Jezik L, = {a"b" | n > 0} opisuje se KS gramatikom G, koja sadrzi sledeca
dva pravila:

1. A— aAb, i
2. A — ab,

Sto se Cesto krace zapisuje:

A — daAb
|  ab.

Primer 4.3 Jezik L3(axbx) se opisuje KS gramatikom G3 koja sadrzi sledecéa pravila:

S — AB

A — dA
| €

B — DB
| e

Iz primera 4.3 vidimo da u nekim sluc¢ajevima moze biti mnogo jednostavnije zapisati jezik
pomocu regularnog izraza (axbx) nego pomocu gramatike (G3). Stoga ¢emo i koristiti zapis
pomocu regularnih izraza kada god nam to odgovara. Naravno, ovo nije uvek moguce
uraditi, kao Sto smo videli u primeru 4.1.

Definicija KS gramatike

Gramatika G je uredena cetvorka (X,N,S,P), za koju vazi:

e X je skup zavrsnih simbola,

e N je skup nezavrsnih simbola,

o § je aksioma (pocetni simbol), za koju vazi S € N, i

o P je skup pravila gramatike, za koji vazi P C N x (NUX)*. Dakle, formalno receno,
svako pravilo je uredeni par gde je prva komponenta uredenog para tacno jedan
neterminal, a druga komponenta je bilo kakva kombinacija zavrsnih i nezavrsnih
simbola.

Primer 4.4 Gramatika iz primera 4.2, koju smo oznacili G,, obuhvata slede¢e kompo-
nente:

= {a,b}, N={A}, S=A i P ={(A,aAb),(A,ab)}.

Napomenimo da pravila neéemo pisati kao uredene parove, ve¢ onako kako smo pisali u
primerima 4.1 do 4.3.

Po konvenciji, velika slova predstavljaju nezavrsne simbole, a mala slova zavrsne simbole.
Aksioma je prvo slovo koje se navodi u prvom pravilu sa leve strane. Takode, na osnovu
pravila gramatike mozemo zakljuciti koji simboli su neterminalni. Neterminalni simboli
su oni simboli koji se nalaze sa leve strane strelice svakog pravila.
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Veé smo napomenuli da KS gramatike predstavljaju samo jedan od oblika gramatika koje
su dovoljne za opis vestackih jezika. Nazivamo ih kontekstno slobodnim zbog ¢injenice da
se sa leve strane pravila nalazi ta¢no jedan neterminalni simbol. Pojasnimo ovu ¢injenicu
na primeru.

Primer 4.5 Neka je zadato pravilo gramatike A — aABb i neka smo nekim izvodenjem
nezavrsnog simbola S dosli do aAbAb.
Dalje mozemo zameniti prvi simbol A na sledeé¢i nacin:

S — ... —> aAbAb —> aaABbbAbD.
Ali mogli smo da zamenimo i drugi simbol A, na isti nacin:
S — ... = aAbAb —> aAbaABbb.

Dakle, kontekst u kom se javlja simbol nam nije bitan. Mi ga menjamo na potpuno isti
nacin, nezavisno od simbola izmedu kojih se nalazi.

Navedimo sada primer kontekstno zavisne gramatike:

Primer 4.6 Neka je zadato pravilo gramatike bAb — aABb i neka smo nekim izvodenjem
nezavrsnog simbola S dosli do aAbAb.

Ako bismo sad zeleli da zamenimo nezavrsni simbol A, mogli bismo da izaberemo samo
drugi simbol jer se prvi ne nalazi u zadatom kontekstu, tj. ne nalazi se izmedu dva mala
slova b:

S— ... — aA@ —> aAaABb.

Usvojimo dodatna pravila zapisivanja:

e — Kkoristimo u zapisu pravila umesto uredenih parova. Sa leve strane ove strelice
moze da se nade samo neterminalni simbol, dok sa desne strane moze da se nade
kombinacija zavrsnih i nezavrsnih simbola, i

e — koristimo u zapisu izvodenja.

Uvedimo sada definiciju relacije izvodenja.

Relacija domena (NUX)*N(NUZX)* x (NUX)* naziva se relacija izvodenja i obelezava se
oznakom —>. Kazemo da niska oXf izvodi nisku ayf, u oznaci aXf3 = ayf, akko
postoji pravilo X — y € P, pri ¢emu su o, 3,y € (NUX)* i X € N.

Relacija oznacena simbolom =—* je refleksivno tranzitivno zatvorenje relacije izvodenja.
To je najmanja tranzitivno-refleksivna relacija koja sadrzi datu relaciju, tj. ima 0 ili vise
koraka izvodenja. Relacija ozna¢ena simbolom =" je tranzitivno zatvorenje relacije iz-
vodenja. To je najmanja tranzitivna relacija koja sadrzi datu relaciju, tj. moze se izvesti
u 1 ili vise koraka.

Koristeé¢i ove definicije, mozemo definisati jezik gramatike na sledeéi nacin.
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Jezik gramatike G, u oznaci L(G), predstavlja sledeéi skup:

LG)={weX | S="w}.

Za nadalje ¢e nam biti vazno da posmatramo neke odredene klase pravila u gramatikama.
Posmatrajmo sledeéa pravila:

A—Aa
B— BB
Cc —CyC
D — D¢

gde su A,B,C,D € N, a niske «,f,7,6,€ € (EUN)". Kazemo da su ova pravila direktno
rekurzivna jer se simbol sa leve strane pravila pojavljuje i na njegovoj desnoj strani. Za
prvo pravilo kazemo da je levo rekurzivno jer se pomocéni simbol s leve strane pravila
javlja sasvim levo na desnoj strani pravila. Slicno tome, kazemo da je drugo pravilo desno
rekurzivno, tre¢e pravilo dvostruko rekurzivno i ¢etvrto pravilo rekurzivno po sredini.

Pored direktne rekurzije, u pravilima se moze javiti i indirektna rekurzija:

A — Bux
B— AP

Indirektna rekurziva se moze uvek svesti na direktnu rekurziju. Na primer, prethodna dva
pravila su ekvivalentna narednom pravilu:

A— AP

Stablo izvodenja

Pogledajmo primer konstrukcije jedne jednostavne gramatike koja opisuje aritmeticke iz-
raze sabiranja celih brojeva i primera izvodenja u toj gramatici.

Primer 4.7 Dati su nam aritmeticki izrazi u kojima ucestvuju celi brojevi i operacija
sabiranja. Primeri izraza koje zelimo da prepoznamo gramatikom su: 32+7415, 1345,
i 431. Odrediti gramatiku ovakvih (i njima sliénih) aritmetickih izraza.

Kako smo napomenuli da KS gramatike koristimo za sintaksicku analizu, ¢esto ¢emo ap-
strahovati date niske u tokene, tako da umesto navedenih primera izraza, posmatra¢emo
izraze tipa: a4+a-+a, a+a, i a, tj. obelezicemo oznakom a token koji predstavlja ceo
broj, a oznakom E (expression) aritmeticki izraz. Na ovom mestu, tokene i terminale
mozemo unifikovati.

Definisemo pravila gramatike koju ¢emo oznaciti G p:

1. E—a,i
2. F—a+FE.
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Primer izvodenja izraza a+a+a:

E:2>a+E:2>a+a+E:1>a+a—l—a.

Primer izvodenja izraza iz prethodnog primera se takode moze predstaviti i drvetom
izvodenja:

SN
I\

E

|

a

Kao sto vidimo, stablo izvodenja ¢uva detalje koje se vide u izvodenju, a koja ne moraju
nuzno biti vazne. Zbog toga, izvodenje se moze predstaviti i apstraktnim sintaksickim
stablom, u kojem se ne navode neterminali. Apstraktno sintaksicko stablo izvodenja iz
prethodnog primera je dato na narednoj slici:

a/+\+
a/ \a

U narednom primeru ¢emo za aritmeticke izraze iz prethodnog primera pokazati da postoji
jos jedna gramatika koja im odgovara.

Primer 4.8 Definisemo pravila gramatike koju éemo oznaciti Gip:

1. E—a,i
2. E— E+a.

Primer izvodenja izraza a+a+ a:

E:2>E+aéE+a+a:1>a+a+a.

Stablo izvodenja iz prethodnog primera je:
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AN
SN
l

Apstraktno sintaksicko stablo izvodenja iz prethodnog primera je:
+
+ a
a a
Izvodenja koja su data u primerima 4.7 i 4.8 imaju vaznu osobinu koja uti¢e na asoci-

jativnost izraza koje oni izvode. Zbog toga ¢emo formalizovati klasu ovakvih izvodenja
narednim definicijama.

Definicija 4.2.1 — Najde3nje izvodenje. Najdesnje izvodenje (engl. rightmost derivation)
predstavlja izvodenje u kojem se uvek menja najdesnji simbol u tekuéoj receni¢noj
formi.

Definicija 4.2.2 — Najlevlje izvodenje. Najlevlje izvodenje (engl. leftmost derivation)
predstavlja izvodenje u kojem se uvek menja najlevlji simbol u tekué¢oj receni¢noj formi.

Izvodenje iz primera 4.7 predstavlja primer najdesnjeg izvodenja. Izvodenje iz primera 4.8
predstavlja primer najlevljeg izvodenja.

N Postoje izvodenja koja nisu ni najlevlja ni najdesnja.

Primer 4.9 DefiniSemo pravila gramatike koju éemo oznaciti G1rp:

1. E—a,i
2. E—E+E.

U ovoj gramatici, za izraz a+a+a postoji vise izvodenja. Primeri nekih od tih izvodenja
su:

1. Izvodenje .#| je primer najlevljeg izvodenja::

I E=SE+E—=>atE=>a+E+E—=—>a+ta+E—atata

Stablo izvodenja i apstraktno sintaksicko stablo koja se dobijaju na osnovu .#; su
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Stablo izvodenja

Apstraktno sintaksicko stablo

a/+\+
a/ \a

2. Izvodenje % je primer najdesnjeg izvodenja:

S E—=E+E—=Eta—=E+tE+ta—E+ata— ata+ta,

Stablo izvodenja

Apstraktno sintaksicko stablo

I\
/N
|

+/+\a
a/ \a

3. Izvodenja #3 i Z4 su primeri izvodenja koja nisu ni najlevlja ni najdesnja:

/3:E:2>E+E:l>E+aéE+E+a$a+E+a$a+a+a

Iy EE+E = E+E+E—>a+E+E—=—a+a+E==a+a+a.

Stablo izvodenja

Apstraktno sintaksicko stablo

I\
N
|

+/+\a
a/ \a

Stablo izvodenja i apstraktno sintaksicko stablo koja se dobijaju na osnovu .#, su

Stablo izvodenja i apstraktno sintaksicko stablo koja se dobijaju na osnovu izvo-
denja %3 1 Jy4 su
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Kao s$to znamo, svakom izvodenju u nekoj gramatici G se dodeljuje jedno stablo izvode-
nja. Nasuprot ovome, u opstem slucaju u datoj gramatici G, jedna niska x moze imati
vise izvodenja, kojima odgovara isto stablo izvodenja. Ova izvodenja se razlikuju prema
redosledu u kome se primenjuju pravila gramatike tokom izvodenja. Otuda kazemo da su
dva izvodenja u gramatici G ekvivalentna ako imaju isto stablo izvodenja. Primetimo u
primeru 4.9 da smo za izvodenja %, %3 i .Z4 dobili ista stabla izvodenja.

Viseznacne gramatike

Za gramatiku iz primera 4.9 vazi jedno zanimljivo svojstvo.

Primer 4.10 Posmatrajmo ponovo izraz a+a-+a. Za ovaj izraz u gramatici G4rp postoji
najlevlje izvodenje 1) koje je dato u nastavku:

I E=>E+E—E+E+E—a+E+E—a+a+E—=a+a+a.

Stablo izvodenja koje se dobija na osnovu .1 je

R
]

Medutim, za isti izraz u gramatici G,.p postoji jos jedno najlevlje izvodenje .71, koje
je dato u nastavku:

Iy E—E+E—a+E = a+E+E—=a+a+E—>a+a+a

Stablo izvodenja koje se dobija na osnovu ., je

A,
SRR
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Ono $to je vaznije primetiti jeste da se dogodilo da smo za istu nisku generisanu gramati-
kom G, rp dobili dva razli¢ita stabla izvodenja. Ovaj rezultat nam je bitan zbog sledece
leme i prateée definicije.

Lema 4.3.1 Ako je za datu gramatiku G tacan jedan od sledecih iskaza:

e Svaka re¢ u gramatici G ima jedinstveno najlevlje izvodenje.
e Svaka re¢ u gramatici G ima jedinstveno najdesnje izvodenje.
e Svaka re¢ u gramatici G ima jedinstveno drvo izvodenja.

onda su tacna i druga dva iskaza.

Na osnovu ove leme uvodi se sledeca definicija.

Definicija 4.3.1 — Jednoznaéna i viSeznaéna gramatika. KS-gramatika u kojoj za barem
jednu nisku postoje barem dva razli¢ita stabla izvodenja nazivamo viseznacnom. U
suprotnom slucaju, tu gramatiku nazivamo jednoznacnom.

N Viseznacnost je osobina gramatike, a ne jezika. Neke gramatike jednog jezika mogu
biti jednoznacne, a druge viseznacne.

n) Problem odredivanja da li je neka gramatika viSeznacna je u opstem slucaju neo-
dluciv, odnosno, ne postoji opsti algoritam koji odreduje da li je data gramatika
viSeznacna ili ne. Ipak, postoji klasa gramatika za koju se zna da su njeni elementi
viSe znacne gramatike. To su gramatike koje sadrze bar jedno pravilo koje je dvo-
struko rekurzivno. Otuda je gramatika iz primera 4.9 viSeznacna.

4.4 O asocijativnosti, prioritetima i razreSavanju viSeznacnosti

Kao sto je citaocu verovatno veé poznato, redosled izracunavanja aritmetickih izraza se
odreduje na osnovu dogovora o asocijativnosti operatora. Tako, na primer, aritmeticki
izraz a +a+ a se moze izracunati na dva nacina:

1. Ako se prvo saberu prva dva sabirka, pa se onda na taj zbir doda treéi sabirak:
(a+a)+a.

2. Ako se prvo saberu poslednja dva sabirka, pa se onda na taj zbir doda prvi sabirak:
a+(a+a).

U prvom slucaju kazemo da se operator sabiranja asocira nalevo, a u drugom slucaju da
se asocira nadesno.

Zanimljivo je primetiti da je asocijativnost operatora + u navedenim gramatikama Gy i
G p leva, odnosno desna, redom. Ispostavlja se da je ovo posledica tipa direktne rekurzije
koje pravila u ovim gramatikama namecu. Tako, levo rekurzivno pravilo E — E +a u
gramatici G, ¢ini da operator sabiranja bude levo asocijativan, dok desno rekurzivno
pravilo E — a+ E u gramatici Gyp ¢ini da operator sabiranja bude desno asocijativan.

Pored ovog pravila, mozemo primetiti da postoji i vizualna naznaka o asocijativnosti ovog
operatora. U primeru 4.7, stablo izvodenja (kao i apstraktno sintaksicko stablo) izraza
a+a+a deluje kao da se ,nagnulo” na desnu stranu. Sli¢no tome, u primeru 4.8, stablo
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izvodenja izraza a+a+a deluje kao da se ,nagnulo” na levu stranu. Ova ,nagnutost”
stabala upravo govori o tipu asocijativnosti operatora u svakoj od gramatika.

Posledica ovog zapazanja jeste da je potrebno da vodimo ra¢una prilikom konstrukcije
gramatike ukoliko bismo Zeleli da nametnemo odredenu asocijativnost. Na primer, s obzi-
rom da su u programkom jeziku C aritmeticki operatori u definisani kao levo asocijativni,
gramatika G, bi bila pogodnija za koris¢enje u odnosu na gramatiku Gp.

Takode, primetimo da se u primeru 4.9 u izvodenju .#; nameée desna asocijativnost, dok
se u izvodenjima %, %3 i £, namece leva asocijativnost. Sa druge strane, pravila kao
sto je E — E + E predstavljaju primer pravila sa dvostrukom rekurzijom i takva pra-
vila ostavljaju slobodan izbor asocijativnosti. Zbog toga Sto je asocijativnost najcesée
strogo nametnuta, u praksi treba izbegavati dvostruke rekurzije, a samim tim i viseznac¢ne
gramatike.

Pogledajmo jos jedan primer gramatike aritmetickih izraza.

Primer 4.11 Dati su nam aritmeticki izrazi u kojima ucestvuju celi brojevi i operacije
sabiranja i mnozenja. Primeri izraza koje Zelimo da prepoznamo gramatikom su: 345 *
6%x34+2%5, 24 4%x24+3x7+115. DefiniSemo pravila gramatike koju ¢emo oznaciti
G.up:

1. E—a,

2. E—E+E,i
3. E— ExE.

I u prethodnom primeru vidimo primer dvostruke rekurzije, i ve¢ smo videli da ona daje
viSeznacnost Sto se tice asocijativnosti. Dodatno se pojavio jo$ jedan problem. Na primer,
za izraz a+ a*a postoje dva najlevlja izvodenja:

1. Koris¢enjem prvo drugog pravila:

A :E:2>E+E$a+E:3>a+E*E:1>a+a*E:1>a+a*a

Stablo izvodenja koje se dobija na osnovu .| je

RN
J |

Izrac¢unavanje izraza a+ax*a se interpretira kao a+ (a*a).
2. Koriséenjem prvo treéeg pravila:

fz:E:3>E*E:2>E+E*E:1>a+E*E:l>a+a>kE:1>a+a>ka

Stablo izvodenja koje se dobija na osnovu %, je
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AN

e
RN

S
-

IzraC¢unavanje izraza a+ax*a se interpretira kao (a+a)*a.

Pravila o asocijativnosti operatora ne mogu razresiti ovu dvosmislicu. Zbog toga se uvodi
pojam prioriteta operatora. Kazemo da je operator * viseg prioriteta u odnosu na operator
+ jer se primenjuje na svoje operande pre nego +.

Postovanjem matematickog dogovora da operacija mnozenja ima visi prioritet nad operaci-
jom sabiranja, dolazimo do zakljucka da je stablo izvodenja dobijeno na osnovu izvodenja
4 jedino ispravno.

Sada smo uvereni da je viSeznacnost gramatike nepogodna za sintaksicku analizu. Sli¢no
kao Sto smo nametanje asocijativnosti postigli odgovaraju¢om rekurzijom, nametanje pri-
oriteta je moguée izvesti ,razdvajanjem pravila na nivoe”. Ilustrujmo ovo neformalno
pravilo slede¢im primerom.

Primer 4.12 Aritmeticke izraze iz primera 4.11 moZzemo posmatrati kao niz sabiraka
(kojih moze biti jedan ili vise) razdvojenih operacijom sabiranja. Svaki sabirak mozemo
posmatrati kao broj ili kao niz brojeva razdvojenih operacijom mnozenja. Prateéi ovakvo
posmatranje, definiSemo pravila gramatike koju ¢emo oznaciti G :

1. E— E+T,
2. E—T,
3. T— Txa,i
4. T — a.

Primetimo da gramatika G, nije viSeznacna. Njena pravila ,razdvajaju operatore sa-
biranje i mnozenje na dva razli¢ita nivoa” upravo da bi se postigao razli¢iti prioritet tih
operatora.

Izvodenje izraza a+ a*a u gramatici G,y je:

E:1>E—|—T=2>T+T:4>a+T:3>a+T*a=4>a+a*a

Stablo izvodenja koje se dobija na osnovu ovog izvodenja je
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/

N\

E

I\
E + T
e
T T * a
I
a a
Dopunimo gramatiku iz prethodnog primera tako da obuhvata sve éetiri osnovne operacije
nad njima.

Primer 4.13 DefiniSemo pravila gramatike koju ¢emo oznaciti G,):
E — E+T
] E—-T
| T
T — Txa
| T/a
| a

Primetimo da, kako su operacije sabiranja i oduzimanja istog prioriteta, njihovi nivoi su
jednaki. Isto vazi za operacije mnozenja i deljenja. Dodatno, kako se koristi leva rekurzija
u pravilima, svi operatori su leve asocijativnosti. Konacno, dopunjujemo gramatiku iz
prethodnog primera tako da obuhvata i operatore zagrada.

Primer 4.14 DefiniSemo pravila gramatika koju ¢emo oznaciti G,;:

E — E+T
| E-T

| T

T — TxF
| TJF

F

|
F — a
|

(E)

Izvodenje izraza (a+a)*a u gramatici G,; je:

E=T=T*F = FxF = (E)xF = (E+T)xF = (T +T)xF = (F+T)xF
— (a+T)+«F = (a+F)*F = (a+a)xF = (a+a) *a,

Stablo izvodenja koje se dobija na osnovu ovog izvodenja je
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Navedimo i dva primera koja ilustruju gramatike koje sadrze unarne operatore.

Primer 4.15 Gramatika iskaznih formula G;; je data pravilima:
F — FVK
| K
K — KAL
| L
L — ~L
| A
A — p
| (F)

Izraz p A (~ pV p) u gramatici Gis se izvodi na sledeéi nacin:

F =K =—KAL =LAL =—AAL
=pAL =pAA =pA(F) =pA(FVK)
=pA(KVK) =pA(LVK) =pA(~LVK)=pA(~AVK)
=pN(~pVK)=pA(~pVL)=pA(~pVA) =-pN\(~pVp)

Primer 4.16 Gramatika koja predstavlja fragment gramatike programskog jezika C u
kojoj ucestvuju neki unarni operatori G¢,, je data pravilima:
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Izraz *(id) + + se izvodi u gramatici G¢y, na sledeéi naéin:

E—=xF =P —xP++ —*xA++
=% (E)++=*(P)++ =% (A)++ =% (id) ++

Naredni primer ilustruje primer razresavanja viseznacnosti u gramatici.

Primer 4.17 Gramatika koja prepoznaje uslovnu naredbu if moze biti predstavljena
narednim pravilima:

S — e

| {L}

|  if(e) §

| if(e) S else §
L — LS

| €

Ova gramatika je viSeznacna, jer se reCenica if (e) if(e) e; else e; moze izvesti na
dva nacina!. Ovo se resava uvodenjem novih pomoénih simbola U i N koji odreduju
yuparenost” uslovne naredbe if (U predstavlja ,uparenu”, dok N predstavlja ,neupa-
renu” naredbu), na sledeéi nacin:

S — U

| N
N — if(e) S

| if(e) U else N
U — e

| {L%Y

| if(e) U else U

U ovoj gramatici recenica if (¢) if(e) e; else e; se moze izvesti na samo jedan nacin:

S=—= N=—=if(e) S= if(e) U= if(e) if(e) U else U
=" if(e) if(e) e; else e;

4.5 Transformacije KS gramatika

Ovaj deo zapocinjemo navodenjem nekoliko osnovnih definicija.

I Definicija 4.5.1 — Neproduktivan simbol. Simbol X € XUN je neproduktivan u KS gra-

IPokusajte da pronadete ova dva izvodenja za vezbu.
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matici G = (X,N,P,S) ako ne postoji izvodenje oblika:
S —" uXv —" uxv
gde su u,v,x € £*. Simbol koji nije neproduktivan je produktivan.

Definicija 4.5.2 — NedostiZan simbol. Simbol X € LUN je nedostizan u KS gramatici
G = (X,N,P,S) ako ne ucestvuje ni u jednoj receni¢noj formi gramatike G. Simbol koji
nije nedostizan je dostiZan.

Prema definiciji, neproduktivni simboli su ili nedostizni simboli iz ZUN, ili pomo¢ni simboli
iz kojih se ne izvodi nijedna zavrsna niska iz X*.

Definicija 4.5.3 — Cista gramatika. Za gramatiku G = (X, N, P,S) kaZemo da je ¢ista po
stmbolu § ako su ispunjeni naredni uslovi:

1. Svaki pomo¢ni simbol ucestvuje u izvodenju neke niske zavrsnih simbola.
2. Svaki pomocéni simbol je dostizan iz pocetnog simbola S.

Svaka KS gramatika se moze efektivno svesti na ekvivalentnu Cistu gramatiku.

Definicija 4.5.4 — &-slobodna gramatika. Gramatika G = (X,N,P,S) je €-slobodna ako je
ispunjen jedan od narednih uslova:

1. U skupu pravila P ne postoje €-pravila.
2. Postoji pravilo § — € u skupu pravila P, pri cemu S ne ucestvuje na desnoj strani
nijednog pravila u P.

Definicija 4.5.5 — Jednostruko pravilo. Za pravilo X — Y, gde su X,Y € N se kaze da
je jednostruko pravilo.
Definicija 4.5.6 — Svojstvena gramatika. Gramatika G = (X,N,P,S) je svojstvena ako je
e-slobodna i bez jednostrukih pravila.

Za datu KS gramatiku moze se efektivno konstruisati ekvivalentna svojstvena KS grama-
tika. U daljem tekstu razmatramo procedure za konstruisanje ¢istih i svojstvenih grama-
tika.

4.5.1 Eliminacija neproduktivnih simbola

Procedura za eliminaciju neproduktivnih simbola se vrsi u dva koraka:

1. U prvom koraku se eliminiSu oni pomo¢ni simboli X iz kojih se ne moze izvesti
nijedna re¢ koja se sastoji od zavrsnih simbola. Eliminacija se vrsi na osnovu sledeé¢ih
rekurzivnih definicija:

(a) Simbol X € N je produktivan ako u gramatici postoji bar jedno pravilo oblika
X —xixekl”
(b) Simbol X € N je produktivan ako postoji bar jedno pravilo takvo da je X = a,
a o se sastoji samo od produktivnih simbola iz N i simbola iz X.
Simboli koji nisu produktivni se uklanjaju iz skupa N zajedno sa pravilima iz skupa
P u kojima oni ucestvuju i tako se dobija novi skup pomoénih simbola N’ i pravila
P'. Ovako modifikovana gramatika je ekvivalentna polaznoj gramatici.
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2. U drugom koraku se eliminiSu nedostizni simboli iz ZUN’. Eliminacija se vrsi na
osnovu sledeéih rekurzivnih definicija:
(a) Simbol § € N’ je dostizan simbol.
(b) Simboli koji se pojavljuju na desnoj strani pravila dostiznih simbola su dostizni
simboli.
Simboli koji se ne identifikuju u ovom koraku su nedostizni, pa se uklanjaju iz skupa
N’ zajedno sa pravilima iz skupa P’ u kojima oni ucestvuju i tako se dobija novi skup
pomoénih simbola N” i pravila P”. Ovako modifikovana gramatika je ekvivalentna
polaznoj gramatici.

Primer 4.18 Neka je zadata gramatika G nad £ = {a,b,c,d}, gde je N={S,A,B,C,D,E ,F},
S je aksioma, a skup pravila P:

IO AT >0
A AR
S8 088>
IZeEny

Potrebno je da ispratimo korake opisane procedure kako bismo eliminisale neproduktivne
simbole. Na osnovu koraka (1a) dolazimo do zakljucka da je samo simbol D produktivan
(zbog postojanja pravila D — a ili D — b). Na osnovu koraka (1b) se za produktivne
simbole identifikuje prvo B (na osnovu pravila B— ¢D), zatim A,C (na osnovu pravila
A — aB i C — Ba) i kona¢no S,F (na osnovu pravila S — A i F — Ca). Nakon
koraka 1 dobijamo N’ = {S,A,B,C,D,F}, a skup pravila P’ postaje:

S — A

A — aB | DA
B — D

C — CA | Bd
D — a | b
F — Ca | Fb

Na osnovu koraka (2a), simbol S je dostizan. Na osnovu koraka (2b) se za dostizne
simbole prvo identifikuje simbol A (na osnovu pravila § — A), zatim B (na osnovu
pravila A — aB) i konac¢no simbol D (na osnovu pravila B — ¢D). Nakon koraka 2
dobijamo N” = {S,A,B,D}, a skup pravila P” postaje:

S — A
A — aB | DA
B — D
D — a | b

4.5.2 Eliminacija e-pravila
Za potrebe opisa ove transformacije, uvedimo narednu definiciju.

Definicija 4.5.7 — Anulirajuci simbol. Za simbol X € N gramatike G kazemo da je anuli-
rajuci ako X =" €.

Za zadatu gramatiku G, procedura eliminacije e-pravila se sastoji iz dva koraka: (1)
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konstrukcije skupa A(G) C N anulirajuéih simbola i (2) transformacije pravila koja sadrze
anulirajué¢e simbole. Procedura glasi:

1. Za datu KS gramatiku G bez neproduktivnih simbola, skup anuliraju¢ih simbola
A(G), inicijalno prazan, dobija se primenom narednih rekurzivnih pravila:
(a) Simbol X € N je anulirajuci ako je X — € € P. Svaki takav simbol X se dodaje
u skup A(G).
(b) Simbol X € N je anulirajuéi ako postoji bar jedno pravilo X — «a € P, gde su
svi pomo¢ni simboli u niski @ anulirajuéi (a € N*).
2. Kada je odreden skup A(G), modifikuju se pravila gramatike G koja sadrze anulira-
juce simbole tako sto se u svakom pravilu X — « € P u niski o zamene anulirajudi
simboli praznom reci € na sve moguce nacine, a zatim se eliminisu e-pravila.

KS gramatika koja se dobija kao rezultat ove transformacije je ekvivalentna polaznoj
gramatici do na praznu rec.

Primer 4.19 Neka je zadata gramatika G nad ¥ = {a,b}, gde je N ={S,A,B,C,D,E}, S
je aksioma, a skup pravila P:

S — Aa | Bba
A — aBB | CC | aD
B — aB | b
C — CD | DE | a
D — aB | bBa | ¢
E — aD | DD

Na osnovu koraka (1a), dobijamo da je A(G) = {D}, na osnovu pravila D — €. Na
osnovu koraka (1b), skup A(G) se prosiruje simbolom E (na osnovu pravila E — DD),
zatim C (na osnovu pravila C — DE) i kona¢no A (na osnovu pravila A — CC). Time
dobijamo A(G) = {A,C,D,E}.

Na osnovu koraka (2) pronalazimo sva pravila u kojima sa desne strane ucestvuju anu-
lirajué¢i simboli. Ta pravila zamenjujemo novim pravilima u svaki anulirajuéi simbol
zamenjujemo praznom re¢i € na sve moguce nacine. U narednoj tabeli su data prona-
dena pravila, kao i nova pravila koja su na ovaj nacin kreirana:

Originalno pravilo | Nova pravila

S — Aa S—Aa, S—a

A— CC A—CC,A—C
C—CD c—CD,C—C,C—D
C — DE C—DE,C—D,C—E
E —aD E—aD, E—a

E — DD E— DD, E— D

Nakon dodavanja novih pravila u skup P i eliminacije svih &-pravila, dobijamo &-
slobodnu gramatiku zadatu pravilimas:

S — Aa | a | Bba

A — aBB | CC | C | aD | a

B — aB | b

C — ¢p | C | D | DE | E | a
D — aB | bBa

E — aD | a | DD | D
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koja opisuje isti jezik, ali bez prazne reci. U skladu sa definicijom 4.5.4, gramatika se
moze modifikovati uvodenjem nove aksiome §’ umesto simbola S i dodavanjem novog
pravila:

S — S| €

Novonastala gramatika opisuje isti jezik kao i polazna gramatika.

4.5.3 Eliminacija jednostrukih pravila

Neka je data KS gramatika G = (£,N,P,S). Pretpostavimo da u gramatici G nema nepro-
duktivnih simbola, kao ni e-pravila. Postupak eliminacije jednostrukih pravila se svodi
na postupak trazenja svih izvodenja oblika

X ="Y, gde X,Y €N.

Procedura za pronalazenje ovih izvodenja se vrsi rekurzivno polazeéi od jednostrukih pra-
vila:

1. Eliminisati sva pravila oblika X — X.
2. Pronaéi skup svih jednostrukih pravila J u tekuéem skupu P. Za svako pravilo
X —Yel
(a) Ukloniti pravilo X — Y iz skupa P.
(b) Pravilima koja na levoj strani imaju X dodaju se desne strane svih pravila koja
nisu jednostruka, a koja na levoj strani imaju simbol Y.
3. Ponavljati korak 2 sve dok J # 0.

Ovako transformisana gramatika moze imati neproduktivnih simbola, koje treba elimi-
nisati. Dobijena gramatika je ekvivalentna polaznoj gramatici, a nema neproduktivnih
simbola, e-pravila niti jednostrukih pravila.

Primer 4.20 Uzmimo &-slobodnu gramatiku iz primera 4.19. Nakon trivijalnog koraka
(1), gramatika koja se dobija ima skup pravila P:

S — S | e

S — Aa | a | Bba

A — aBB | CC | C | aD | a
B — aB | b

C — ¢b | D | DE | E | a
D — aB | bBa

E — aD | a | DD | D

Na osnovu ovog skupa pravila P formiramo skup J ={§ — §,A — C,C — D,C —
E,E — D}. Nakon koraka (2a) svako pravilo iz ovog skupa eliminiSemo iz skupa P.
U koraku (2b) za svako pravilo iz skupa J dodajemo nova pravila na osnovu opisane
procedure (pravila koja se ponavljaju, naravno, ne¢emo duplicirati u rezultujuéem skupu
P). Pravila koja se dodaju su data narednom tabelom:
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Eliminisano pravilo iz J | Nova pravila koja se dodaju u skup P ‘

§'—S S'— Aa | a| Bba

A—C A—CD|D|DE |E|a

C—D C—CD|D|DE|E|al|aB|bBa
C—E C—aD |a|DD|D

E—D E — aB | bBa

tabelom:

Gramatika koja je nastala nakon koraka (2) ima skup pravila P:

’ Eliminisano pravilo iz J ‘ Nova pravila koja se dodaju u skup P

A—D A — aB | bBa
A—E A—aD | a | DD | aB | bBa
C—D C — aB | bBa
C—E E—aD | a | DD | aB | bBa

Gramatika koja je nastala nakon koraka (2) ima skup pravila P:

S — € | Aa | a | Bba

S — Aa | a | Bba

A — aBB | CC | aD | a | CD | D | DE | E

B — aB | b

Cc — CD | DE | a | D | E | aB | bBa | aD | DD
D — aB | bBa

E — aD | a | DD | aB | bBa

Na osnovu ovog skupa pravila P formiramo skup J ={A — D,A — E,C — D,C — E}.
Ponovo, primenom koraka (2a) svako pravilo iz ovog skupa eliminiSemo iz skupa P. U
koraku (2b) za svako pravilo iz skupa J dodajemo nova pravila koja su data narednom

S — € | Aa | a | Bba

S — Aa | a | Bba

A —> aBB | CC | aD | a | CD | DE | DD | aB | bBa
B — aB | b

C — CD | DE | a | aB | bBa | aD | DD

D — aB | bBa

E — aD | a | DD | aB | bBa

Na osnovu ovog skupa pravila P formiramo skup J = 0. Procedura je zavrsena i dobijena
je gramatika bez jednostrukih pravila koja je ekvivalentna polaznoj gramatici.

4.5.4 Eliminacija leve rekurzije

Ranije smo uveli pojam levo rekurzivnog pravila. Ispostavlja se da ovakva pravila mogu
biti nepodesna za neke metode sintaksicke analize, te bi bilo dobro osloboditi se takvih
pravila. Za ovu proceduru ¢e nam biti neophodna naredna definicija.

Definicija 4.5.8 — Imenovano pravilo. Pravilo neke KS gramatike G oblika A — o (A €
N, o € (LUN)*) naziva se A-pravilo.

Naredna teorema i prateéi dokaz daju postupak za eliminaciju neposredne leve rekurzije,
kao i garanciju da taj postupak nece uticati na jezik koji je opisan novonastalom grama-
tikom.
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Teorema 4.5.1 Za svaki KS jezik bez prazne reci postoji Cista gramatika G bez jedno-
strukih pravila i bez levo rekurzivnih pravila koja generise taj jezik.

Dokaz. Pretpostavimo da je KS gramatika G = (X,N,P,S) Cista gramatika bez jednostru-
kih pravila. Neka je A € N pomoc¢ni simbol koji je levo rekurzivan. Tada je A-pravila mogu
podeliti na pravila koja sadrze levu rekurziju i na pravila koja je ne sadrze:

A— Aoy |Aay | ... | Ay,

A—Bi | B |Bn

gde niske oblika f; ne pocinju simbolom A. U skup pomoénih simbola N dodajemo novi
simbol B, a gornja A-pravila zamenjujemo pravilima:

AHB]B|ﬁzB‘...’BnB
B— aiB| B | ...| o,B | €

Ovako transformisana gramatika G’ generiSe isti jezik kao i gramatika G. Kako se B-
pravila koriste jedino kao rezultat primene nekog A-pravila, za dokaz je dovoljno uociti da
A-pravila i u polaznoj i u transformisanoj gramatici opisuju na kraju izvodenja isti skup
rec¢i. Svakoj primeni A-pravila u izvodenju nalevo u gramatici G odgovara u gramatici G/
primena jednog A-pravila i nekog broja B-pravila u izvodenju nadesno. |

n) Teorema 4.5.1 se moze dokazati i pod nesto tvrdim uslovima. Moguce je dokazati
da ée teorema vaziti pod uslovima da je gramatika G svojstvena. Dokaz je slican
onom koji smo prikazali, sa odredenim izmenama u proceduri eliminacije pravila
i dodavanja novih pravila. Medutim, ukoliko bismo koristili tu proceduru, dobili
bismo veéi broj pravila. Cinjenica da se uvode e-pravila procedurom koja je opisana
iznad, skup novih pravila koji se dodaju je dvostruko manji od onog koji se dobija
procedurom za dobijanje svojstvene gramatike G. Za vise informacija, pogledati
Vitas 2006.

Primer 4.21 Gramatika G.,, aritmetickih izraza sa operacijama sabiranja i mnozenja i
zagradama je data pravilima:

E — E+4T | T
T —s TxF | F
F — (E) | b

Iz ovog skupa pravila P primeéujemo da su E-pravila i T-pravila levo rekurzivna. Uve-
dimo nove pomo¢ne simbole E’ i T’'. U narednoj tabeli su data levo rekurzivna pravila
koja se eliminisu, zajedno sa pravilima koja se dodaju u skup pravila P, na osnovu
procedure opisane u dokazu teoreme 4.5.1.

Eliminisana pravila ‘ Novouvedena pravila ‘

E—E+T|T E—TE,E —+TE | ¢
T —TxF|F T — FT', T — «FT' | ¢

Gramatika koja se dobija kao rezultat nema leva rekurzivna pravila:




4.5 Transformacije KS gramatika 93

E — TE
E — +TE | &
T — FT
T" — *FT' | ¢
F — (E) | b

Eliminacija posredne leve rekurzije

Procedura opisana dokazom teoreme 4.5.1 ne eliminise levu rekurziju koja povlaci za sobom
izvodenje u dva ili vise koraka. Na primer, razmotrimo narednu gramatiku:

S—Aa|b
A—Ac | Sd

Za pomoc¢ni simbol S kazemo da je posredno levo rekurzivan zato $to postoji izvodenje

S — Aa — Sda

koje u dva ili vise koraka izvodi simbol § u nisku ¢iji je najlevlji simbol takode simbol S.
Ipak, postoji procedura za eliminisanje i ovakvih rekurzija u gramatikama.

Procedura za eliminaciju posredne leve rekurzije je data narednim koracimas:

1. Urediti sve pomoc¢ne simbole u neki poredak Aj,As,...,A,.
2. Za svaki pomoéni simbol A;,i € {1,...,n} uraditi sledece:
(a) Za svaki pomo¢ni simbol Aj,j € {1,...,i—1} pronaci sva pravila oblika

Ai — Aj}/
(b) Zameniti pronadena pravila iz prethodnog koraka pravilima oblika
Ai— 87| ... | &y

pri cemu su Aj — 8y | ... | & sva tekuca Aj-pravila.
(c) Eliminisati neposrednu levu rekurziju medu A;-pravilima procedurom iz dokaza
teoreme 4.5.1.

Teorema koju navodimo govori o uslovima za garanciju primene ove procedure.

Teorema 4.5.2 Primena opisane procedure za eliminaciju posredne leve rekurzije nad
KS gramatikom G proizvodi gramatiku G’ bez pravila koja proizvode bilo posrednu ili
neposrednu rekurziju, a koja opisuje isti jezik kao i pocetna gramatika G ako gramatika
G nema ciklusa (tj. izvodenja oblika A =7 A) ili e-pravila.

Dokaz. Primeni¢emo tehniku potpune matematicke indukcije da bismo dokazali teoremu.
Za bazu indukcije biramo slucaj i = 1. U toj iteraciji procedure, korakom (2¢) bice elimini-
sane sve neposredne leve rekurzije medu svim Aj-pravilima. Sva preostala pravila oblika
A — A;ja moraju da zadovoljavaju [ > 1. U induktivnoj hipotezi, nakon i — 1 iteracija
procedura, svi pomo¢ni simboli Ay, gde je k < i su ,ocis¢eni”, tj. za sva pravila oblika
Ap — Aja mora da vazi [ > k. U i-toj iteraciji procedure, koracima (2a) i (2b) progresivno
se spusta donja granica proizvoljnog pravila oblika A; — A, sve dok ne postane m > i.
Tada, eliminacijom direktne leve rekurzije za A; pravila u koraku (2¢) ,forsiraju” m da
bude veée od i. |
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Primer 4.22 Razmotrimo narednu gramatiku koja sadrzi i neposrednu i posrednu levu
rekurziju:

S—Sa|Ab|c|d
A —Aa | Sbd | Sc

Zelimo da primenimo proceduru za elimisanje posredne leve rekurzije. Uvide¢emo da ¢ée
procedura takode eliminisati i neposrednu levu rekurziju na osnovu teoreme 4.5.2.

U koraku (1) je potrebno da ustanovimo poredenje pomoénih simbola. Neka to bude
poredenje [S,A], odnosno, A} =S, A, =A.

U iteraciji i = 1 koraka (2), indeks j neée uzimati nijednu vrednost, tako da se koraci
(2a) i (2b) preskacu. U koraku (2c) eliminisemo pravila

S — Sa
S—Ab|c|d

i uvodimo nova pravila
S — ADbS' | ¢S | dS
S'—aS | €
Trenutni skup pravila u gramatici je:

S—AbS' | ¢S | dS’
S'—aS | €
A— Aa | Shd | Sc
U iteraciji i = 2 koraka (2), indeks j uzima redom vrednosti iz skupa {1}. Za svaku

vrednost iz skupa (dakle, za samo jednu vrednost u ovom sluc¢aju), ponavljamo korake
(2a) i (2b). Za j=1, u koraku (2a) pronalazimo skup pravila

A — Sbd | Sc

Pravila iz ovog skupa eliminiSemo i umesto njih, u koraku (2b) uvodimo pravila
A—cS'hd | cS'c | dS'bd | dS'c | AbS'bd | AbS'Sc

U koraku (2c) eliminiSsemo pravila

A —> Aa | AbS'bd | AbS'Sc
A—cSbd | cS'c | dS'bd | dS'c

i umesto njih uvodimo pravila

A — cS'bdA’ | ¢S'cA' | dS'bdA" | dS'cA’
A" — aA" | bS'bdA" | bS'ScA’ | €
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Kako smo icrpeli sve iteracije za indeks i, procedura je zavrsena. Rezultuju¢a gramatika
se sastoji od pravila:

S — AbS' | ¢S | dS

S —aS | €

A—cS'bdA’ | ¢S'cA’ | dS'bdA’ | dS'cA’
A" —aA" | bS'bdA’ | bS'ScA’ | €

4.5.5 Leva faktorizacija

Korisna transformacija gramatike je leva faktorizacija. Ako u gramatici postoje pravila
nekog pomocénog simbola ¢ije desne strane pocinju istim prefiksima, onda je takva pravila
moguce formulisati na takav nacin da se ovaj nedostatak otkloni.

Procedura leve faktorizacije se sastoji u sledeéem: neka je a # € pravi levi faktor za neke
desne strane A-pravila. Tada A-pravila imaju oblik:

A—ofi| ... | o],

gde su ¥ sve desne strane koje nemaju prefiks @. Uvedimo novi pomo¢éni simbol A’ i gornja
A-pravila zamenimo pravilima:

A—aA' |y
A—Bi|...| B

Ovaj postupak se ponavlja sve dok nikoje dve desne strane nekog pravila nemaju zajednicki
prefiks.

Primer 4.23 Posmatrajmo gramatiku sa pravilima:

S — cAd
A—ab|a

Prateéi proceduru za levu faktorizaciju, gramatika koja se dobija na osnovu prethodnih
pravila je data novim pravilima:

S — cAd
A—ad
Al—ble
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5.1 Osnovni pojmovi

Posmatrajmo konac¢an automat .# koji prihvata jezik
(M) ={a"D" | myn > 1}.

Konacni automat .# se moze konstruisati tako da se pomera iz pocetnog stanja go u stanje
g1 kada se u ulaznoj struji primeti a. Nakon $to se primeti b, .# se pomera iz stanja ¢q; u
stanje ¢, i nastavlja da bude u tom stanju sve dok dobija b iz ulazne struje. U slucaju da
je data niska a™b", rezujtujuce stanje konacnog automata .# je zavrsno stanje, tako da
automat prihvata nisku a”b".

Posmatrajmo sada jezik % (#) = {a"b" | n > 1} u kojem niske imaju jednak broj simbola
aib. KA koji smo konstruisali za jezik %) razlikuje se od onog koji treba da se konstruise
za jezik %. Zasto?

Za jezik L () ne postoji potreba za paméenjem broja proéitanih simbola a. Sve §to
treba biti zapamdéeno je:

o Da li je prvi simbol 5?7 (Da bi se odbacila niska.)

o Da li simbolu b sledi simbol a? (Da bi se odbacila niska.)

o Da li je simbolu a sledi simbol a i simbolu b sledi simbol b? (Da bi se prihvatila
niska.)

Dodatno, poznato nam je da KA ima samo konacan broj stanje. Automat .# ne moze da
pamti broj simbola a u niski a"b" gde je n veée od broja stanja u automatu .#. Da bismo
ovo uspeli da uradimo, potrebno je da uvedemo novi model automata.
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Definicija 5.1.1 — NPA. Nedeterministicki potisni automat, skr. NPA (engl. nondeter-
ministic pushdown automata, skr. NPDA) formalno se definise kao uredena 7-orka:

o = (Z7Q7F71720,K7A)

gde je:

e X ulazna azbuka,

e (O azbuka stanja automata,

o I' azbuka potisne liste,

e [ C Q skup pocetnih stanja,

o Zp € I' pocetni simbol potisne liste,

e K C Q xTI" skup zavrsnih konfiguracija, a

AC OxXU{e} xI'x QxTI™ skup pravila prelaza.

Potisna lista (engl. stack) predstavlja dodatnu komponentu koja je dostupna kao deo NPA
koja ima ulogu povecanja njegove memorije. Ako se ponovo vratimo na jezik % (.#) =
{a"b" | n > 1}, problem koji smo imali kod konstrukcije KA bismo mogli da prevazidemo
skladistenjem simbola a u potisnoj listi. Kadase primeti simbol b na ulaznoj struji, onda se
sa vrha potisne liste uklanja simbol a. Ukoliko je potisna lista prazna na kraju procesiranja
niske, onda NPA prihvata datu nisku.

Obratimo nesto detaljniju paznju na skup pravila prelaza NPA.

Definicija 5.1.2 — Pravilo, e-pravilo. Za dati NPA &/ petorka (gq,a,Z,r,7) € A se naziva
pravilo. Ako je a = €, onda se naziva &-pravilo.

Prve tri komponente pravila predstavljaju preduslov, a poslednje dve postuslov ponasanja
automata /. Otuda se A obi¢no posmatra kao preslikavanje

0: 0 x (EU{e}) xT' — konacni podskupovi od O x I'™*
takvo da

(r,7) € 6(q,a,Z) <= (q,a,Z,1,Y) €EA.

Argumenti ovog preslikavanja su (1) stanje, (2) bilo € bilo simbol iz ulazne azbuke i (3)
simbol na vrhu potisne liste. Bas kao sto se ulazni simbol , konzumira” pri izvrsavanju
preslikavanja, tako se simbol iz potisne liste ,konzumira” (uklanja iz potisne liste).

Primetimo da iako drugi argument moze biti € umesto nekog simbola iz ulazne azbuke
(tako da se nijedan ulazni simbol ne konzumira), ne postoji takva opcija za treéi argument.
Drugim re¢ima, preslikavanje 6 uvek konzumira simbol iz potisne liste. Posledica toga je
da ne postoji korak u automatu ako je potisna lista prazna.

Primer 5.1 Posmatrajmo naredni skup pravila prelaza NPA zadat preslikavanjem:

8(q1,a,b) = {(q2,cd), (g3,€)}.

Ako je u bilo kom trenutku automat u stanju g, na ulaznoj struji je proc¢itan simbol a
i simbol na vrhu potisne liste je b, tada je mogué¢ jedan od naredna dva slucaja:

1. Automat prelazi u stanje g i niska cd zamenjuje b na vrhu potisne liste.
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2. Automat prelazi u stanje g3 i simbol € zamenjuje b na vrhu steka (drugim rec¢ima,
simbol b je uklonjen sa vrha steka).

Ovaj pojam prelaska potisnog automata se moze formalizovati pojmom konfiguracije i
relacijom prelaska.

Definicija 5.1.3 — Konfiguracija. Konfiguracija potisnog automata <7 je uredena trojka
(g,w,7) € QO xE" xI™,

gde je w re¢ koju ¢ée automat procitati, a (a,y) unutrasnja konfiguracija automata (prvi
karakter niske y je na vrhu potisne liste).

Definicija 5.1.4 — Relacija prelaska. Relacija prelaza, u oznaci -, predstavlja relaciju
medu konfiguracijama definisanu na slede¢i nacin: ako su k = (¢,aw,Za) i k' = (r,w,fa)
dve konfiguracije, gde je a € XU{¢e}, tada

kK ako je (r,B) € 8(q,a,Z).

Ako je a = €, prelaz se naziva e-prelaz, a ako a € L, kaze se da prelaz ukljucuje citanje
simbola a. Prelaz automata iz jedne konfiguracije u drugu sastoji se iz cetiri dela: (1)
skidanja simbola sa vrha potisne liste Z, (2) prenosSenja na potisnu listu niske 8, (3)
¢itanja simbola a sa ulazne struje i (4) prelaska iz stanja r u stanje g. Svakom upisivanju
na potisnu listu, dakle, prethodni skidanje sa potisne liste. Prema ovoj konvenciji, automat
se zaustavlja (blokira) kada je potisna lista prazna jer nema nic¢ega Sto bi sa nje moglo
biti skinuto.

Refleksivno i tranzivitno zatvorenje relacije prelaska se obelezava oznakom F*. S obzirom
da relacija prelaza definise nac¢in promene stanja automata, a da za dato stanje i slovo
ulazne azbuke postoji vise mogudéih prelaza, PA je nedeterministicki.

Za bilo koje w € ¥, pojam konfiguracije se moze svesti na relaciju medu unutrasnjim
konfiguracijama automata, u oznaci F", definisanoj sa:

(@M E"(d,Y) = (awyr)F (d.e7).

Medu svim konfiguracijama, posebno govorimo o pocetnim unutrasnjim konfiguracijama
automata koja se sastoje od pocetnog stanja i po¢etnog simbola potisne liste, tj. (i,Zp), gde
je i € 1. Po konvenciji, postoji tacno jedna ovakva konfiguracija. Za zavrsne konfiguracije K
postoji vise mogucih izbora, koje se nazivaju nacin prihvatanja ili prepoznavanja. Postoje
tri uobicajena nacina da se odredi skup K:

1. K=F xTI", gde je F C Q, koji se naziva skup zavrsnih stanja. Ovaj nacin prihvatanja
se naziva prihvatanje zavrsnim stanjem. Jezik prihvaéen ovim nac¢inom prihvatanja
obelezimo sa .

2. K= xe&. Ovajnacin se naziva prihvatanje praznom potisnom listom, a odgovarajuéi
jezik obelezimo sa 4.

3. K=F x{¢g}, gde je F C Q. Ovaj nacin prihvatanja se naziva prihvatanje zavrsnim
stanjem i praznom potisnom listom. Jezik prihvacen na ovaj nacin oznacimo sa _¢# .

Kazemo da je re¢ w € L* prihvacena PA o = (X,0,1,1,Zy,K,A) ako za neko k € K (pri
odredenom nacinu prihvatanja) vazi (i,Zy) " k.
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Definicija 5.1.5 — Jezik prihvacen automatom. Uspesno izracunavanje. Blokiran automat.
Neka je o = (£,0,I',1,Zy,K,A) PA, a K neki od nac¢ina prihvatanja. Tada je jezik
prihvaden automatom <f skup:

L( K)={wex | (i,Z) " k, ke K}.

Kazemo tada da je automat o/ obavio uspesno izracunavanje. Ako izraCunavanje nije
uspesno, kazemo da je automat blokiran.

N) Prepoznati jezik zavisi od nacina prihvatanja, te zbog toga jezik £ u definiciji 5.1.5
zavisi i od skupa K. Ako je jezik .Z prihvacen zavrsnim stanjem, onda

T(d) =L (A, FxT")={weX | (i,wm,Zy) " (q,€,7), g€ F, yeT*}.
Ako je jezik .Z prihvaden praznom potisnom listom, onda
N()=L(A,0x{e})={weX" | (i,w,Z0) " (¢,€,€)}.
Ako je jezik £ prihvaden zavr$nim stanjem i praznom potisnom listom, onda

() =L (A Fx{e})={wel" | (iw,2)F" (q,€,€), g F}.

Moze se pokazati da za svaki NPA &7 koji prihvata jezik na jedan nacin prihvatanja postoji
ekvivalentan NPA % koji prihvata jezik na drugi nacin. Na osnovu te ¢injenice, moguce
je govoriti o familiji jezika koje prepoznaju NPA bez obzira na nacin prihvatanja.

5.2 Primeri potisnih automata

PA se obi¢no ne reprezentaciji vizualno, ali uz nekoliko dodatnih prosirenja u odnosu na
KA, moZemo ih predstaviti grafom na sledeéi nacin:

e Svakom stanju g € Q odgovara jedan ¢vor grafa.

o Ako (r,y) € 6(q,a,Z), tada postoji grana od ¢vora ¢ do ¢vora r obeleZena oznakom
(a,Z,7), Sto se moze zapisati i u obliku a,Z: 7.

o Ako automat prihvata zavrsnim stanjem, onda se f € F obelezava kao kod konac¢nog
automata.

Primer 5.2 Neka je dat PA &/ = (X,0,T',1,Zy,K,A), gde je L= {a,b,c}, 0={0,1}, I ={0},
I'={Z,A,B}, Zy = Z. Dalje, neka automat prepoznaje praznom potisnom listom, tj.
K = 0 x {¢€} i neka je skup pravila dat preslikavanjima:

0(0,a,2) ={(0,AZ)},
6(0,a,4) = {(OaAA)}7
0(0,a,B) = {(0,AB)},
0(0,b,Z) ={(0,B2)},
0(0,b,A) ={(0,BA)},
0(0,b,B) = {(0,BB)},
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Dati PA se moze vizualno predstaviti na sledeé¢i nacin:

a,z:AZ

a,A:AA

a,B:AB

b,Z : BZ a,A: €

b,A: BA b,B:¢

b,B:BB VAV £7:¢
c,A:A
c,B:B

start —( 0 1

Automat na slici prepoznaje praznom potisnom listom jezik £ = {wcw | w € {a,b}*},
gde je oznakom w oznacena slika u ogledalu niske w. Na primer, niz konfiguracija koji
prepoznaje nisku abcba € L je:

ko = (0,abcba,Z) & (0,bcba,AZ) +- (0,cba, BAZ)
F(1,ba,BAZ) \- (1,a,AZ) \- (1,€,2Z)
F(1,€,€).

Primetimo da je ovaj automat deterministicki: za svako stanje i simbol na vrhu potisne
liste, dozvoljen je ili e-prelaz ili, za svako slovo ulazne azbuke, najvise jedan prelaz.

5.3 Odnos PA sa KS jezicima

Zmacaj PA se ogleda u tome sto PA predstavlja uredaj koji je sposoban da prepozna da li
jedna niska pripada nekom KS jeziku ili ne. Formalizujmo ovo narednim teoremama koje
navodimo bez dokaza.

Teorema 5.3.1 Ako je .Z jezik generisan nekom KS gramatikom, tada postoji PA « koji
prepoznaje jezik . praznom potisnom listom.

Teorema 5.3.2 Ako PA & prepoznaje jezik .Z praznom potisnom listom, tada postoji
KS gramatika G koja generise jezik .Z.

Dokazi ovih teorema se mogu pronaéi u Vitas 2006.
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Lema o razrastanju za KS jezike

Lema o razrastanju za regularne jezike nam je pokazala da niske dovoljno velike duzine
u regularnom jeziku imaju podnisku koja se moze ponoviti proizvoljan broj puta tako
da rezultujué¢a niska i dalje bude sadrzana u jeziku. Za KS jezike, efekat ,razrastanja”
se odnosi na simultano ponavljanje sve podniske. Formalizaciju ovog utiska ostvarujemo
navodenjem naredne teoreme.

Teorema 5.3.3 — Lema o razrastanju za KS jezike. Neka je .Z KS jezik. Postoji broj k,
zavisan od jezika .Z, takav da proizvoljna niska z € .Z za koju vazi |z| > k moze biti
zapisana u obliku z = uvwxy tako da vazi:

1. Jvwx| <k.

2. v|+1x| >0
3. wiwx'y € £ za sve i > 0.

Dokaz se moze pronac¢i u Sudkamp 1988.

Deterministicki KS jezici

Za razliku od konacnih automata, kod kojih se familije nedeterministickih i deterministic-
kih automata poklapaju, uvodenje determinizma u rad potisnog automata suzava klasu
prepoznatih jezika na tzv. deterministicke (kontekstno slobodne) jezike. Ovi jezici su
pravi podskupa klase KS jezika, a pravi nadskup klase regularnih jezika. Ova klasa jezika
je osetljivija od KS jezika jer ne postoje njene karakterizacije preko gramatika, kao ni
leme analogne lemama o razrastanju za KS gramatike. Iz ugla sintaksticke analize, ova
klasa predstavlja osnovnu relevantnu klasu jezika jer se za nju sintaksicka analiza vrsi u
linearnom vremenu. StaviSe, generatori sintaksickih analizatora generisu deterministicke
potisne automate.

Definicija 5.4.1 — DPA. PA o/ = (X,0,1',1,Zy,K,A) je deterministicki potisni automat,
skr. DPA ako za svako (¢,a,Z) € Q x (XU{¢e}) x I vazi:

1. card(A(g,a,Z2)) <1i
2. A(q,€,2) #0 = A(q,a,Z) =0 zaa € X.

Sustina definicije 5.4.1 se ogleda u tome da kod DPA, u bilo kojoj konfiguraciji moguce je
napraviti najvise jedan prelaz za simbol iz ulazne struke (ukljucujuéi i e-prelaz) i simbol
sa vrha potisne liste (uslov 1 iz definicije). Takode, DPA pravi prelaz ili po e-prelazu ili
po simbolu ulazne azbuke (uslov 2 iz definicije).

Moguée je pokazati da je familija jezika koju prepoznaje DPA praznom potisnom listom
sadrzana u familiji jezika prepoznatih zavrsnim stanjem. S druge strane, jezik DPA pre-
poznat praznom potisnom listom je prefiksni jezik, tj. jezik kod koga nijedan pravi prefiks
reci jezika ne pripada jeziku. Dakle, na osnovu ovoga, razlikujemo:

1. Deterministicke jezike, koji se prepoznaju zavrsSnim stanjem i
2. Deterministicke prefiksne jezike, koji se prepoznaju praznog potisnom listom (ili,
ekvivalentno, praznom potisnom listom i zavrsnim stanjem).

Zbog ove diskusije naredno tvrdenje izdvajamo kao teoremu da bismo sumirali ovu vaznu
razliku u odnosu na NPA.
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Teorema 5.4.1 Svaki deterministicki prefiksni KS jezik je i deterministicki KS jezik, ali
obrnuto ne vazi.

Primer 5.3 Jezik £ = {a"b” | p > n> 0} je deterministicki, ali nije prefiksni, za razliku
od jezika % = {a"b" | n > 0} koji je deterministicki i prefiksni.

Kao sto smo rekli, ne postoji karakterizacija deterministickih KS jezika preko gramatika.
Jedini model za ove jezike su DPA. Otuda teorema 5.4.2 koja govori o determinizmu KS
jezika i teorema 5.4.3 koja govori o odnosu deterministickih KS jezika i regularnih jezika.
Teoreme dajemo bez dokaza.

Teorema 5.4.2 Neka je G KS gramatika. Problem dali je jezik ¥ = .Z(G) deterministicki
KS jezik je neodluciv.

Teorema 5.4.3 Ako je £ = £ () jezik koji prepoznaje neki DPA o7, a R regularni jezik,
tada su sledeéi problemi odlucivi:

(] g(%):R.
« RC ().
. L()=2".

o L(4) je regularan.

Podfamilije deterministickih KS jezika

Neke od podfamilija deterministickih KS jezika o kojima éemo diskutovati u ovoj sekciji
su:

e LL jezici
e LR jezici

LL jezici
Neka je w € £* i neka je Prvig(w) prefiks duzine k rec¢i w. Ako je |w| < k, neka je Prvig(w) =w.

Definicija 5.5.1 — LL(k)-gramatika. KS gramatika G = (X,N,P,S) je LL(k)-gramatika ako
za u,v,v € L* i X € N vazi da iz (oznaka =—* u donjim formulama predstavlja najlevlje
izvodenje)

S="uXp = uaff =" uv
S =" uXp = ud'f =" u/

i Prvig(v) = Prvig(V) sledi oo = o'.

Smisao definicije 5.5.1 je sledeéi: ako je data re¢ uv € £* i najlevlje izvodenje iz S u uXf,
tada prefiks duzine k re¢i v dopusta da se odredi koje ¢e sledeCe pravilo biti primenjeno.
Otuda i akronim LL(k) koji ukazuje da se ¢itanje ulazne reci vrsi sleva nadesno (prvo L,
od Left) i konstruise najlevlje izvodenje (drugo L, od Left) uvidom u prvim k simbola iz
ulazne struje.
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Definicija 5.5.2 — LL(k)-jezik. LL-jezik. Ako je neki jezik generisan LL(k)-gramatikom,
onda je on LL(k)-jezik. Jezik je LL— jezik ako je LL(k)-jezik za neko k.

Primer 5.4 Neka je jezik £ definisan skupom pravila:

1
2
3
4

S — aSbS
S —cT
T — aTbc

(1)
(2)
(3)
(4)

T —b

Posmatrajmo najlevlje izvodenje niske w = acbbcabbc. Na pocetku je Prvij(w) = a, pa
biramo pravilo (1):

S = aSbSs.

Sada je X =S, B =bS,u=a,v=cbbcabbc. Na osnovu Prvij(v) = ¢ mozemo da zaklju¢imo
da treba birati pravilo (2):

aSbS —> acTbs.

Dalje, X =T,B = bS,u = ac,v = bbcabbc. Na osnovu Prvij(v) = b mozemo da zaklju¢imo
da treba birati pravilo (4):

acThbS — acbbS.
Na isti nacin je dalje primenom pravila 2, 3 i 4:
acbbS —> acbbcT — acbbcaT bc —> acbbcabbc = w.

Kako smo svako naredno pravilo odredivali na osnovu krajnjeg levog pomoénog simbola
u recenicnoj formi i sledeceg jednog preduvidnog simbola iz niske w, to je ovaj jezik
LL(1)-jezik.

5.5.2 LR jezici

Definicija 5.5.3 — LR(k)-gramatika. KS gramatika G = (£,N,P,S) je LR(k)-gramatika ako
za u,u' v,y €X* X € Nipe (ZUN)*N vazi da iz (oznaka =* u donjim formulama
predstavlja najdesnje izvodenje)

S=" BXu=— Pau=pv
Sé* lelu/ _— B/a/u/ :pvl
i Prvig(v) = Prvip(v') sledi X =X"i oo = o'.

Definicija 5.5.4 — LR(k)-jezik. LR-jezik. Ako je neki jezik generisan LL(k)-gramatikom,
onda je on LL(k)-jezik. Jezik je LL— jezik ako je LL(k)-jezik za neko k.

Akronim LR(k) koji ukazuje da se Citanje ulazne reéi vrsi sleva nadesno (L, od Left) i
konstruise najdesnje izvodenje (R, od Right) uvidom u prvim k simbola iz ulazne struje.

Princip rada LR-gramatike se sastoji u slede¢em: za zadatu receni¢nu formu pv gde je v
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najduzi sufiks sastavljen samo od zavrsnih simbola, prvih k slova u niski v je dovoljno da

se odredi ono pravilo koje je bilo primenjeno da bi se dobila receni¢na forma pv.

Postupak analize u LR-gramatici se svodi na konstrukciju najdesnjeg izvodenja niske w iz
aksioma S. Postupak je sledeéi: polazi se od niske w koju svodimo na leve strane pravila
posmatrajuéi prefikse neprocitanog dela reci. Rec pripada jeziku ako se moze svesti na

simbol S.

Primer 5.5 Posmatrajmo gramatiku G, aritmetickih izraza u kojem ucestvuju operacije
sabiranja i mnozenja i zagrade zadatu pravilima:

(1-2)E—E+T | T
(3-4)T —T*F | F
(5-6) F— (E) | a

i izvodenje nadesno niske w =a+axa:

E—FE+T—FE+T*xF —FE+T*a—FE+Fx*xa
— F+axa—T+axa—F+axa—a+taxa.

Lako se proverava da koraci u izvodenju zadovoljavaju uslove iz definicije 5.5.3 za k=1,

te je otuda ova gramatika LR(1)-gramatika.

Pitanja i zadaci

Zadatak 5.1 Neka jedat PA &7 = (X,0,1',1,Zy,K,A), gde je L={a,b}, 0={0,1}, I ={0},
I' = {Z,A,B}, Zy = Z. Dalje, neka automat prepoznaje praznom potisnom listom, tj.
K = 0 x {¢&} i neka je skup pravila prelaza dat narednom slikom.

a,z:
a,A
a,B
b,7Z .
b,A
b,B

start —{( O

1. Napisati skup pravila prelaza preko preslikavanja 8.

AZ

1 AA
:AB

BZ

:BA
: BB

a,A: €
b,B:¢
£,7: ¢

a,A: €
b,B:¢€
£7:¢

2. Da li je ovaj automat deterministicki ili ne?

3. Odrediti jezik koji prepoznaje ovaj automat.

4. Za proizvoljnu re¢ duzine 4 koju prihvata ovaj automat napisati niz konfiguracija.

Zadatak 5.2 Konstruisati PA koji prepoznaje jezik £ = {a"b"a" | m,n > 1} praznom

potisnom listom.
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Zadatak 5.3 Konstruisati PA koji prepoznaje jezik .# = {a"b*" | n > 1} praznom poti-
snom listom. "

Zadatak 5.4 Konstruisati PA koji prepoznaje jezik £ = {a"b"c" | m,n > 1} praznom
potisnom listom. "



6. Sintaksicka analiza

.

Ovo poglavlje je posveéeno nekim od popularnih metoda sintaksicke analize koji se koriste u
kompilatorima. Prema dizajnu, svaki programski jezik sadrzi precizna pravila koja definisu
sintaksicku strukturu programa koji su dobro oformljeni. Na primer, programski jezik C
se (ugrubo posmatrano) sastoji od funkcija, pri ¢emu se funkcije sastoje od deklaracija i
naredbi; dalje se naredbe sastoje od izraza, itd. Neke od pogodnih svojstava gramatika
koje su znacajne i dizajnerima jezika i razvijacima kompilatora su:

e Gramatika daje preciznu, a u isto vreme jednostavnu za razumevanje sintaksicku
specifikaciju programskog jezika.

e Za odredene klase gramatika, mozemo da automatizujemo proces konstrukcije efika-
snog sintaksickog analizatora koji odreduje sintaksicku strukturu izvornog programa.

e Sam proces konstrukcije parsera moze da ukaze na sintaksicke viseznacnosti i pro-
blemati¢nih mesta u gramatici koje mozda nisu bile vidljive u fazi dizajna jezika.

e Gramatika omogucava iterativan razvoj jezika, dodavanjem novih konstrukata koji
¢e izvrsavati nove operacije.

Podsetimo se da u modelu kompilatora, sintaksicki analizator dobija nisku tokena od lek-
sickog analizatora, kao $to je prikazano na slici 6.1, i verifikuje da niska tokena moze
biti generisana gramatikom programskog jezika. Takode, za dobro oformljene programe,
sintaksicki analizator konstruiSe apstraktno sintaksicko stablo i priprema fazu prevode-
nja polaznog jezika na medujezik. Pored ovih funkcija, sintaksicki analizator obraduje i
eventualne (sintaksicke) greske koje su se pojavile na ulazu.

Postoje tri opste vrste sintaksickih analizatora za gramatike:

1. Univerzalni, koji dopustaju da se analizira bilo koja KS gramatika. Ovi opsti metodi
se sastoje u tome da se ispitaju, polazeéi od pocetnog simbola gramatike, sva moguca
izvodenja dok se ne utvrdi da li analizirana re¢ pripada jeziku ili ne. Blokiranje pro-
cesa analize se sprecava posebnim pravilima o duzini izvodenja. Medutim, slozenost
ovih metoda je reda O(n?), gde je n duzina ulaza, $to se smatra za izuzetno sporim
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u prakti¢nim implementacijama.

. Analizatori naniZe, koji konstruisu apstraktno sintaksicko stablo polazeéi od korena

do listova. Ovakva konstrukcija odgovara situaciji u kojoj se, polaze¢i od korena
stabla, dodaju novi ¢vorovi u poretku koji bi odgovarao infiksnom obilasku stabla.
Ovi analizatori su dovoljno jednostavni da se mogu ruc¢no implementirati za datu
gramatiku. Najznacajniji predstavnik ove klase su LL-gramatike.

. Analizatori navise, koji konstruisu apstraktno sintaksicko stablo polaze¢i od listova

do korena. Ovim metodama se moze analizirati Sira klasa jezika nego metodama
analize nanize. Medutim, zbog slozenosti njihove konstrukcije, ¢esto se pribegava
koriséenju nekih od automatskih metoda za njihovu konstrukciju. Najznacajniji
predstavnik ove klase su LR-gramatike.

|zvorni
kod

Etapa analize

Token

Y

Leksicki
analizator

Sintaksicéki Sintaksi¢ko Semanticki

3y

analizator stablo " gnalizator

A

Dohvati
sledeci token

A 4

Tablica
simbola

.

edureprezentacija
koda

o ————--

Slika 6.1: Pozicija sintaksickog analizatora u modelu kompilatora.

Za odredene klase deterministickih KS jezika postoje analizatori nanize i navise koji vrse
sintaksicku analizu u linearnom vremenu, tj. ¢ija je slozenost reda O(n). U oba slucaja se
ulazni niz tokena ¢ita sleva nadesno, a najcesée je dovoljan jedan token preduvida da se
donese odluka o slede¢em koraku analize.
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Sintaksna analiza nanize

Analiza nanize pocinje od aksioma gramatike S, a tokom analize se postupno generise
najlevlje izvodenje niske koja se poredi sleva nadesno sa ulaznim nizom tokena. Pozeljno
je da ovo izvodenje bude takvo da je u svakom koraku moguce odrediti na osnovu teku-
¢eg preduvidnog simbola koje ¢e sledece pravilo biti primenjeno u najlevljem izvodenju.
Kao s$to smo videli, najlevlje izvodenje ,,otkriva” postupno sve duzi prediks ulazne reci.
Otuda, uvid u tekuéi preduvidni simbol bi trebalo da omoguéi da se jednoznacno odredi
sledeée pravilo izvodenja. Odatle sledi da je pozeljno svojstvo gramatike da se odluka
o slede¢em pravilu moze doneti na osnovu tacno jednog preduvidnog simbola. U suprot-
nom slucaju, potrebno je izvrsiti vracanje unazad (engl. backtracking) Sto podrazumeva
ponovno skeniranje dela ulaza.

Napomenimo da gramatike koje sadrze levo rekurzivna pravila i koja nisu levo faktorisana
mogu dovesti do problema u analizi nanize. Takode, pojava € slova moze predstavljati
problem. Za vise detalja i primera ovih problema, pogledati Vitas 2006.

Marker kraja ulaza

Tokom analize izvornog programa, poseban indikator treba da ukaze na kraj izvorne da-
toteke. On se naziva marker kraja ulaza i obelezava se simbolom -. Marker kraja ulaza se
moze posmatrati kao poseban token koji se pojavljuje kao krajnji desni simbol desne strane
pravila gramatike koja odgovaraju aksiomu S gramatike. Prilikom zapisivanja gramatika,
obi¢no se izostavlja navodenje ovog markera (premda se njegovo prisustvo podrazumeva),
a to najcesce ne stvara poseban problem. U suprotnom, mogudée je uvesti novi pomo¢ni
simbol &’ kao aksiom gramatike G i dodati pravilo

S — S

gde je S aksiom gramatike pre prosirenja. Gramatika sa ovakvim pravilom se naziva
prosirena gramatika.

Predimo sada na konkretne tehnike sintaksnih analiza nanize.

Rekurzivni spust

Tehnika rekurzivnog spusta (engl. recursive-descent parsing) predstavlja generalnu formu
sintaksne analize nanize, koja moze da zahteva vracanje unazad da bi pronasla korektno
A-pravilo koje treba da se iskoristi u izvodenju.

Procedura za konstrukciju sintaksickog analizatora koji koristi tehniku rekurzivnog spusta
jer

1. Za svaki pomoéni simbol A € N je potrebno konstruisati proceduru ¢iji je potpis
void A() i ¢ija je uloga da prepozna pojavljivanje simbola A. Telo ove procedure se
izvodi iz A-pravila na nacin koji je opisan u narednim koracima.

2. Ako viSe pravila imaju isti simbol sa leve strane, telo procedure sadrzi uslovnu kon-
trolu toka koja, prema vrednosti preduvidnog simbola, omoguéava izbor desne strane
odgovarajuceg pravila. Preduvidni simbol se, pri tome, ne modifikuje.

3. Ako je A—> AjA;... A, pravilo gramatike, onda za svaki i € {1,...,n}:

(a) Ako A; € N, onda pozovi proceduru A_i().
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(b) Inace, ako A; € £, onda poredi simbol 4; i tekuéi preduvidni simbol. Ako su ovi
karakteri jednaki, cita se sledeéi ulazni simbol.
(c) Inace, doslo je do greske.

Izvrsavanje analize pocinje pozivanjem procedure za aksiom gramatike, pri ¢emu se za
preduvidni karakter smatra prvi karakter ulazne niske. Po zavrsetku ove procedure, po-
trebno je signalizirati uspeh ako je telo procedure skeniralo ¢itavu ulaznu nisku, odnosno,
ako je poslednji preduvidni karakter marker kraja ulaza. U suprotnom, ulazna niska sadrzi
gresku.

Procedura koja je opisana iznad generise sintaksicki analizator koji prepoznaje LL(1)-jezike.
Nesto uopsteni slucaj bi podrazumevao postojanje prethodno pomenuto vra¢anje unazad,
sto dalje povlaéi ponovljena ¢itanja delova ulazne niske. Na primer, da bismo uveli vra-
¢anje unazad, potrebno je da izmenimo prethodnu proceduru tako da se u koraku (2),
umesto biranja jedinstvenog A-pravila, pokusa sa biranjem vise pravila u nekom poretku.
Zatim, greska u koraku (3c) ne predstavlja finalnu gresku, ve¢ sugestiju da je potrebno
probati neko drugo pravilo u koraku (2). Samo u situaciji kada smo iscrpeli sva A-pravila
prijavljujemo da je doslo do greske. Dodatno, da bismo uspeli da pokusamo sa biranjem
nekog drugog A-pravila, potrebno je da postavimo ,,pokazivaé¢” u ulaznoj niski na poziciju
gde je bio kada se prvi put doslo do koraka (2).

Da bismo primenili tehniku rekurzivnog spusta, gramatika ne sme sadrzati levu rekurziju,
cak i kada procedura sadrzi vracanje unazad. U suprotnom, moze do¢i do beskonacne
rekurzije prilikom analize. Ovu vaznu napomenu formalizujemo narednom teoremom.

Teorema 6.1.1 Proces sintaksicke analize pomocu sintaksickog analizatora generisanog
tehnikom rekurzivnog spusta za gramatiku G se zaustavlja ako gramatika G ne sadrzi
levu rekurziju.

Dokaz. Jedina situacija kada nastaje beskona¢na rekurzija jeste u koraku (3a) kada
na steku poziva procedura postoji poziv procedure void A(), a u tekucoj proceduri je
odabrano pravilo kojem se ponovo poziva procedura void A(). Ova situacija odgovara
najlevljem izvodenju oblika

A =" Aa«,

gdejeAeNiae€ (XUN)*. Uklanjanjem leve rekurzije iz gramatike G se dobija gramatika
G’ u kojoj ne postoji najlevlje izvodenje gornjeg oblika, pa samim tim ni ne dolazi do
beskonacne rekurzije, odn. sintaksicka analiza se zaustavlja. |

LL(1) gramatike

Tokom najlevljeg izvodenja nastaje situacija koja je predstavljena slikom 6.2. Kada je
simbol A krajnji levi simbol u nekoj receni¢noj formi izvedenoj iz S, neophodno je znati
koji se zavrsni simboli mogu ocekivati u daljem izvodenju kao posledica zamene simbola
A desnom stranom A-pravila. Sli¢no tome, potrebno je znati koji se zavrsni simboli mogu
ocekivati nakon niske koja se dobija zamenom simbola A desnom stranom A-pravila.

Definicija 6.1.1 — Skup Prvi. Za datu gramatiku G = (£,N,P,S) skup Prvi(a), gde je
a € XUN, predstavlja skup svih zavrsnih simbola koji se mogu pojaviti kao prefiks u
nekom izvodenju iz simbola . Dodatno, ako je a anulirajuéi simbol, tada u Prvi(o)



6.1 Sintaksna analiza nanize 111

I treba dodati i €.

|

Prvi(A) Stededi(A)

Slika 6.2: Funkcije Prvi i Slededi.

Procedura za izracunavanje skupa Prvi(X) za sve X € XUN data je narednim koracima:

1. Ponavljati naredne korake sve dok se nijedan zavrsni simbol a € X ili € ne mogu
dodati nijednom Prvi skupu:
(a) Ako je X € X, onda je Prvi(X) = {X}.
(b) Akoje X eNiX — Y Y>-- Y, € P za neko k > 1, onda dodati a u skup Prvi(X)

ako za neko i vazi a € ¥; i € se nalazi u svim Prvi(Y1),...,Prvi(Y;—;) skupovima,
odnosno, Y ---Y;_y =" €. Ako je e €Y za sve j€{1,2,...,k}, onda dodati € u
Prvi(X).

(c) Ako je X — € € P, tada dodati € u Prvi(X).

Primer 6.1 Posmatrajmo gramatiku datu narednim pravilima:

E — TFE
E — +TE | €
T — FT
T —s «FT' | ¢
F — (E) | b

Pratedéi opisanu proceduru, dobijamo naredne skupove Prvi:

Pri(E) ={(,b}
Prvi(E") = {+,¢}
Pri(T) ={(,b}
Prvi(T') = {*,€}
Pri(F) ={(,b}
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Definicija 6.1.2 — Skup Sledeéi. Za datu gramatiku G = (X,N,P,S) skup Sledeci(A), gde
je A € N, predstavlja skup svih zavrsnih simbola a € £ koji se mogu pojaviti neposredno

desno od A u nekoj receni¢noj formi. Preciznije, skup svih a € ¥ za koje postoji izvodenje
oblika

S =" aAap
za neke o, € (ZUN)*.

Procedura za izracunavanje skupa Sledeci(A) za sve A € N data je narednim koracima:

1. Ponavljati naredne korake sve dok se niSta ne moze dodati nijednom Sledeéi skupu:
(a) Ako je A =S, onda dodati - (marker kraja ulaza) u Sledeci(A).
(b) Ako je A — aBf € P, tada dodati sve Sto se nalazi u Prvi(f) osim € u Sledeci(B).
(c) Ako je A— aB € P, tada dodati sve $to se nalazi u Sledec¢i(A) u Sledecéi(B).
(d) Akoje A— aBf € Piako € € Prvi(f), tada dodati sve $to se nalazi u Sledeci(A)
u Sledeci(B).

Primer 6.2 Posmatrajmo gramatiku datu narednim pravilima:

S — E-
E — TE
E — +TE | ¢
T — FT'
T" — «FT' | €
F — (E) | b

Pratedéi opisanu proceduru, dobijamo naredne skupove Sledeci:

Slede¢i(E) ={,)}
Slede¢i(E') = {-,)}
Slede¢i(T) = {-,),+}
Sledeé¢i(T") = {-,),+}
Sledec¢i(F) ={,),+,*}

Skupovi Prvi i Sledeéi omogucéavaju da se precizno opisu gramatike koje se mogu analizirati
nanize sa tacno jednim preduvidnim simbolom, sto se formalizuje narednom teoremom
koju dajemo bez dokaza.

Teorema 6.1.2 Gramatika G = (X,N,P,S) je LL(1) ako u svakom koraku najlevljeg izvo-
denja tacno jedno pravilo A — a € P zadovoljava uslov da je primenljivo za preduvidni
simbol a ako vazi

a € Prvi(Sledeci(A)).

Uloga ¢-pravila

Nacelno, simbol € ima ulogu zavrsnog simbola, ali on nije token jer ne poredi nijednu
leksemu iz ulazne struje. U tom smislu, € ukazuje na odsustvo tokena u ulaznoj struji.
Ovo dalje znaci da ¢e € pravilo biti primenjeno kada se nijedno drugo pravilo ne moze
primeniti za dati pomo¢ni simbol.
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Analizator odlucuje da li neki simbol poredi praznu nisku ili ne, gledajuéi u sledeéi token,
ali i u gramaticke simbole koji slede iza onog pomoc¢nog simbola koji se svodi na €.

Primer 6.3 Neka je data gramatika sa pravilima:

S — aAb
A—BC | ¢

Kada se odlucéuje kako treba razviti A, onda ako se preduvidni simbol ne nalazi u skupu
Prvi(BC), bi¢e upotrebljeno e-pravilo ako je preduvidni simbol . U svakom drugom
slucaju aktivira se poruka o gresci.

6.1.4 Tablice LL-analize

Za datu gramatiku G = (X, N, P,S) prosirenu pravilom o markeru kraja ulaza, analiza nanize
podrazumeva poznavanje skupova Prvi i Sledeci, koji usmeravaju tok sintaksicke analize.
Ako je A — a pravilo gramatike G, a a € Prvi(a), tada ¢e sintaksicki analizator razviti
simbol A u o ako mu je preduvidni simbol na ulazu a. U sluc¢aju da je a anulirajuca niska,
tada se A moze razviti u nisku o pod uslovom da je na ulazu neki simbol koji pripada
skupu Sledeci(A).

Rezultat ovakvog postupka za sve pomocéne simbole gramatike vodi u konstrukciju matrice
M koja za dati pomoc¢ni simbol A i preduvidni karakter a daju pravilo gramatike koja
zadovoljava uslov iz teoreme 6.1.2. Konstrukcija tablica se odvija prema sledeéoj proceduri:

1. Inicijalizovati matricu M tako da sve vrednosti u njoj odgovaraju stanju greske u
analizi.
2. Za svako pravilo A — «:
(a) Za svako a € X takvo da a € Prvi(a), izvrsiti dodelu M[A,a] =A — .
(b) Ako je € € Prvi(a), tada:
i. Za svako b € X i b € Sledeci(A), izvrsiti dodelu T[A,b] =A — «.
ii. Ako = € Sledec¢i(A), izvrsiti dodelu T[A, 4] =A — a.

Primer 6.4 Numerisimo pravila uproséene gramatike aritmetickih izraza koja je prosirena
pravilom § — E

0.S— E - 1.E—TE' 2. E — +TE'
3.E — ¢ 4. T — FT’ 5.7 — «FT’
6. T — € 7. F — (E) 8. F —b

Tada se tabela za LL-analizu konstruise na sledeé¢i nacin, prate¢i opisanu proceduru:
o Zapravilo 1. vazi Prvi(TE') = Prvi(E) = {(,b}, pa je M|[E,(|=M|E,b|=E — TE'.
e Za pravilo 2. vazi M[E',+] =E' — +TE'.
o Za pravilo 3. vazi Slededi(E') ={),-}, pa je MI[E',)] =M[E',"| =E' — €.

Nastavljajuéi ovaj postupak dobija se naredna tabela. Primetimo da informacije iz ove
tabele ukazuju na grananja u procedurama analize rekurzivnim spustom.
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+ * ( ) b =
E E—TE E—TE
E' | El — +TFE’ E —¢ E —¢
T T —FT' T —FT’
T’ T'—¢ T'— xFT’ T'— ¢ T — ¢
F F— (E) F—b

Prethodno opisana procedura se moze koristiti za proizvoljnu gramatiku G radi konstrui-
sanja tablice sintaksicke analize M. Za svaku LL(1) gramatiku, svaki element ove tablice
jedinstveno odreduje pravilo ili signalizira gresku. Ipak, za neke gramatike, matrica M
moze imati elemente koji su visestruko definisani. Na primer, ako je G levo rekurzivna ili
viseznacna, onda ¢e M imati makar jedan viSestruko definisan element. Ovo je vazna na-
pomena s obzirom da, iako su eliminacija leve rekurzije i leva faktorizacija transformacije
koje se jednostavno izvrsavaju, postoje gramatike za koje nijedan broj tranformacija ne
moze da proizvede LL(1) gramatiku.

Nerekurzivna LL-analiza

Metoda rekurzivnog spusta rekurzivnim pozivima procedura prikriva upotrebu potisne
liste koja je neophodna u analizi KS jezika. Prirodno je otuda da je analizu nanize moguce
organizovati i koristeéi eksplicitno potisnu listu (odnosno, DPA). Ovaj postupak je poznat
kao nerekurzivna analiza nanizZe.

Neka je za gramatiku G = (X,N,P,S) data LL-tablica M, konstruisana na nacin opisan
u podsekciji 6.1.4 i neka je data niska w € £*. Ako w € Z(G), algoritam daje najlevlje
izvodenje S =* w, a inace, izvestaj o gresci. Postupak se sastoji od sledeé¢ih koraka:

1. Inicijalizacija. Na pocetku rada analizatora, potisna lista sadrzi jedino marker dna
potisne liste 41 pocetni simbol S na vrhu liste. U ulaznom baferu se nalazi niska w -
(sa markerom kraja ulaza). Neka promenljiva p pokazuje na prvi karakter niske w.

2. Iteracija. Neka je X simbol na vrhu potisne liste, a a simbol niske w na koji pokazuje
promenljiva p. Onda, sve dok se potisna lista ne isprazni (tj. dok ne bude X =),
ponavljati korake:

(a) Ako je X € X, onda:

i. Ako je X =a, skinuti X sa potisne liste, a p povecati tako da pokazuje na
slede¢i simbol niske w.

ii. Ako je X # a, uputiti izvestaj o gresci (na primer, ,Na ulazu se oc¢ekuje
X").

(b) Ako je X € N, onda:

i. Ako je M[X,a| =X —Y)...Y,, onda sa potisne liste skinuti X, a na nju
potisnuti Y,,...,Y; tako da Y; bude na vrhu potisne liste. Na izlazu ispisati
pravilo X — Y;...Y,.

ii. Inace, ako M[X,a] nije definisano (stanje greske), uputiti izvestaj o gresci.

3. Zavrsetak. Ako je potisna lista prazna, tada:

(a) Ako je na ulazu samo marker kraja ulaza (), analiza je uspesno obavljena,
niska w € Z(G), a na izlazu su ispisana pravila koja ucestvuju u najlevljem
izvodenju niske w.

(b) Inace, niska nije prihvadena i treba uputiti izvestaj o gresci.



6.2

6.2 Sintaksna analiza navise

115

Primer 6.5 Koristeéi tablicu konstruisanu u primeru 6.4, simulirajmo rad nerekurzivnog
analizatora aritmetickih izraza za slucaj kada se na ulazu pojavi niska w =bxb+ b

prema opisanoj proceduri.

Rezultat simulacije je prikazan narednom tabelom koja prikazuje konfiguracije analiza-

tora.

Potisna lista

Ulazna niska

Broj pravila

HE bxb+b -
~E'T bxb+b - 1
HE'T'F bxb+b - 4
—HE'T'h bxb+b - 8
—HE'T xb+b -
—E'T'Fx *b+b 5
+HE'T'F b+bH
—HE'T'h b+b 8
—HE'T +b
—E’ +b - 6
HE'T+ +b 2
—+E'T b
—HE'T'F b 4
—HE'T'h b - 8
—HE'T' -
B | 6
. E 3

Kada je potisna lista ostala prazna, ulazna rec¢ je procitana do kraja, pa niska w pripada
analiziranom jeziku. Najlevlje izvodenje niske w je numerisano upotrebljenim pravilima:

E—=—TE — FT'E' = bT'E' = b+ FT'E' = b+ bT'E' = b+ bE’
== bxb+TE = bxb+FT'E' = bxb+bT'E' = bxb+ bE’
—bxb+b=w

Sintaksna analiza navise

Analiza navise predstavlja pokusaj da se za ulaznu nisku tokena konstruiSe sintaksicko
stablo polazeéi od njegovih listova, postupnim svodenjem ka korenu, tj. na aksiom gra-
matike. Postupak svodenja se sastoji u tome da se u pojedinim koracima analize, desna
strana nekog pravila gramatike zameni njegovom levom stranom. Ako su podniske iza-
brane na odgovarajuci nacin, onda ovakav postupak opisuje tok najdesnjeg izvodenja, ali
u obrnutom redosledu (od listova ka korenu).

Primer 6.6 Za nisku w =id xid i skup pravila

E—E+T|T
T —T+F|F
F— (E)|id
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postoji najdesnje izvodenje:
E—T—=—Tx%xF = Txid = F xid = idxid=w

U analizi navise, proces analize se odvija u suprotnom smeru od smera izvodenja, tj. od
niske x ka pocetkom simbolu E. Ovo se moze predstaviti slede¢im nizom koraka:

w=idxid<=F xid<=Tx*id<=TxF <T <—E
koji se graficki mogu predstaviti na slede¢i nacin:
id * id F * id * id

id

e
RN

Kao sto smo rekli, mozemo razumeti proces analize navise kao proces svodenja niske w ka
aksiomu gramatike. U svakom koraku svodenja, odgovarajuéa podniska koju prepoznaje
desna strana nekog pravila zamenjuje se levom stranom tog pravila.

Primer 6.7 U primeru 6.6 ilustrovana su stanja sintaksickog stabla koje se postepeno
konstruise. Ova stanja zapravo oslikavaju korake svodenja. Koraci izvodenja dakle
formiraju sekvencu niski:

id«id, Fxid, Txid, TxF, T, E

Niske u ovoj sekvenci su formirane od korena svih podstabla u koracima konstrukcije.
Sekvenca pocinje ulaznom niskom id x id. Prvo svodenje formira nisku F xid tako sto
se bira pravilo F — id koje svodi prvo id u simbol F. Drugo svodenje formira nisku
T xid tako sto se bira pravilo T — F koje svodi F u simbol T. Za trete svodenje imamo
izbor izmedu: (1) svodenja simbola T u simbol E pomo¢u pravila E — T i (2) svodenja
tokena id u simbol F prema pravilu F — id. Umesto da napravimo izbor (1), biramo
izbor (2), Sto rezultuje niskom T F. Ova niska se dalje svodi na 7. Analiza se zavrsava
svodenjem simbola T na aksiom E.

Kako se niska w Cita sleva nadesno, nije neposredno jasno kako se pravila odreduju. U
primeru 6.7, analiza zapocinje tako sto se prvi token id zamenjuje simbolom F umesto
drugog, a moglo je biti i obrnuto. Zasto je ipak bas odabrano to pravilo za tu podnisku
ulazne niske w?

6.2.1 Rucka

Analiza navise tokom skeniranja ulaza sleva nadesno konstruiSe najdesne izvodenje u su-
protnom smeru. Neformalno, pojam ,rucke” se odnosi na podnisku koju prepoznaje desna
strana nekog pravila i ¢ije svodenje predstavlja jedan korak u suprotnom smeru najdesnjeg
izvodenja. Naredni primer nesto detaljnije objasnjava ovaj pojam.
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Primer 6.8 Radi jasnoce, oznaci¢emo tokene id u ulaznoj niski w =id xid ¢ime dobijamo
nisku w = id; xid,. U narednoj tabeli su prikazane receni¢ne forme koje se dobijaju
u najdesnjem izvodenju prilikom analize navise date niske, zatim rucke i pravila koja
se biraju na osnovu tih rucki. Primeéujemo da iako se simbol T prepoznaje desnom
stranom pravila E — T, simbol T ne predstavlja ruc¢ku u receni¢noj formi T *id,. Da
se T zaista zamenjuje simbolom E, dobili bismo nisku E xid;, koja ne moze biti izvedena
iz aksioma E. Ovim vidimo da nije nuzno da najlevlja podniska koju prepoznaje desna
strana nekog pravila predstavlja rucku.

’ Recenic¢na forma ‘ Rucka ‘ Pravilo
idy xid> idy F—id
Fxidy, | F T —F
T * id2 id2 F—id
TxF | TxF | E—TxF

Formalizujmo ovaj oc¢igledno vazan pojam narednom definicijom.

Definicija 6.2.1 — Ru&ka. Rucka (engl. handle) receni¢ne forme y u najdesnjem izvode-
nju predstavlja pravilo A — B takvo da se faktor B pojavljuje i niski ¥ na onoj poziciji
na kojoj se, kada se B zameni sa A, dobija receni¢na forma koja neposredno prethodi y
u najdesnjem izvodenju. Ako je y= afw, gde je w € L*, tada je A — B rucka u niski
Y ako vazi:

S="aAw = affw=7y

Oznaka = u formuli iznad predstavlja najdesnje izvodenje.

Radi udobnosti, pod ruékom ¢éemo smatrati desnu stranu f umesto celo pravilo
A—B.

Najdesnje izvodenje u suprotnom smeru se moze dobiti procesom potkresivanje rucke (engl.
handle pruning). Zapoc¢injemo niskom terminala w koja treba biti analizirana. Ako je w
reCenica u datoj gramatici G, onda neka je w =17, gde je ¥, n-ta receni¢na forma u nekom,
za sada nepoznatom, najdesnjem izvodenju

S==—=N—=.. = Y1 =N =Ww

Da bismo rekonstruisali ovo izvodenje u suprotnom smeru, pronalazimo rucku B, u ¥, i
zamenjujemo f, pomoénim simbolom relevantnog pravila A, — B, da bismo dobili pret-
hodnu receni¢cnu formu %,—; u najdesnjem izvodenju. Videéemo metode za pronalazenje
rucke uskoro.

Ovaj proces se zatim ponavlja: pronalazimo rucéku f, 1 u %1 i svodimo tu ruc¢ku da bismo
dobili re¢eni¢nu formu J,_». Ako nastavljanjem ovog procesa proizvedemo receni¢nu formu
koja se sastoji samo od S, onda se proces zaustavlja i zaklju¢ujemo w € Z(G).

N Ako je gramatika viseznacna, za datu recenicnu formu u najdesnjem izvodenju moze
postojati vise rucki, dok kod jednoznac¢nih gramatika svaka reCeni¢na forma ima
tacno jednu rucku.
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Analiza naviSe prebacivanjem i svodenjem

Pojam rucke ¢e nam biti vazan zbog nacina na koji analizatori koji vrse analizu navise
rade. Ona ¢e nam obezbediti nacin za prepoznavanje kada je potrebno izvrsiti odredeno
svodenje i kojim pravilom.

Objasnimo sada kako analizatori koji vrse analizu navise prepoznaju (ili odbacuju) ulaznu
nisku. Govorimo smo o tome kako se u analizi navise vrsi zamenjivanje podniske, koju
prepoznaje desna strana nekog pravila, levom stranom tog pravila. Naime, desna strana
pravila se ne zamenjuje sve dok nije potpuno procitana. Zbog toga je potrebno sacuvati
delimi¢no procitani deo desne strane pravila sve dok se ne steknu uslovi da se on zameni
svojom levom stranom. Podesna struktura za ¢uvanje ovakvih delimic¢nih rezultata analize
je potisna lista. U zavisnosti od sadrzaja potisne liste, moguéa su dva tipa akcija koje
analizator moze da izvrsi:

1. Akcija prebacivanja (engl. shift) predstavlja prebacivanje simbola procitanog sa
ulaza na vrh potisne liste.

2. Akcija svodenja (engl. reduce) predstavlja zamenu niske sa vrha potisne liste, koja
odgovara desnoj strani nekog pravila, njegovom levom stranom. Dakle, desni kraj ni-
ske koja se svodi mora biti na vrhu potisne liste. Analizator pretrazuje levi kraj niske
na potisnoj listi i zamenjuje pronadene vrednosti pomo¢nim simbolom iz odabranog
pravila.

3. Prihvatanje predstavlja signaliziranje da je analiza prosla uspesno.

4. Greska predstavlja prepoznavanje sintaksicke greske.

Koristimo oznaku markera kraja ulaza - da oznac¢imo dno potisne liste i takode desni kraj
ulazne niske. Neka je data gramatika G = (X,N,P,S). Za ulaznu nisku w € X*, stanje na
pocetku analize izgleda:

Potisna lista Ulazna struja
. w

Proces analize je sledeé¢i: tokom skeniranja ulazne niske sleva nadesno, analizator prebacuje
nula ili vie ulaznih simbola na potisnu listu, sve dok nije spreman da svede nisku 8 €
¥* sa vrha potisne liste. U tom trenutku, analizator svodi B na pomoéni simbol A €
N odgovarajué¢im pravilom A — B € P. Analizator ponavlja ovaj ciklus sve dok nije
prepoznao gresku ili dok potisna lista ne sadrzi aksiom, a na ulazu je marker kraja ulaza:

Potisna lista Ulazna struja
-1S -

Ukoliko se analizator nade u ovoj konfiguraciji, proces se zaustavlja i analizator prihvata
reC w.

Primer 6.9 Koraci analizatora prebacivanja-svodenja za gramatiku i (obelezenu) ulaznu
re¢ iz primera 6.6 dati su narednom tabelom. Primerimo da se pored stanja potisne
liste i ulazne struke, u svakom koraku navodi i operacija koju je analizator prebacivanja-
svodenja izvrsio u tom koraku.
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’ Potisna lista | Ulazna struja ‘ Operacija
= id, xid, - | Prebacivanje
—id, xidy - | Svodenje pravilom F — id
-F xidy - | Svodenje pravilom T — F
4T xidy -1 | Prebacivanje
- Tx id, - | Prebacivanje
AT xidy -1 | Svodenje pravilom F — id
AT xF -1 | Svodenje pravilom T — T * F
4T -1 | Svodenje pravilom E — T
—E -1 | Prihvatanje

Koriséenje potisne liste u ovom pristupu je opravdano narednom c¢injenicom: rucka re-
¢enicne forme Ce se uvek pojaviti na vrhu potisne liste, a nikad unutar nje. Za vise
informacija, pogledati u Vitas 2006 ili Aho et al. 2007.

Konflikti tokom analize navise prebacivanjem i svodenjem

Postoje KS gramatike za koje prethodno opisani proces analize ne moze biti iskoriséen.
Svaki analizator koji koristi opisani proces analize za takve gramatike moze da dostigne
konfiguraciju u kojoj, znajuéi sadrzaj ¢itave potisne liste i sledeéeg ulaznog simbola, dolazi
do narednih nedoumica:

1. Ne moze da odluéi da li da izvrsi prebacivanje ili svodenje. Ovakav slucaj se naziva
konflikt prebacivanje/svodenje u analizi (engl. sift/reduce conflict).

2. Ne moze da odluci, od vise pravila, kojim od njih da izvrsi svodenje. Ovakav slucaj
se naziva konflikt svodenje/svodenje u analizi (engl. reduce/reduce conflict).

Posledica konflikata je da se proces analize ne odvija na deterministicki nac¢in. Gramatike
koje sadrze sintaksicke konstrukte takve da dovode do nekih od opisanih konflikata ne
pripadaju klasi LR(k) gramatika. Za razliku od njih, gramatike koje se koriste u kompila-
torima su najcesée LR(1)-gramatike.

Osnovni LR-analizatori

Najpreovladujuéi tip analizatora navise se zasniva na konceptu LR(k)-analize. Ve¢ smo
videli da to podrazumeva sleva nadesno ¢itanje sa ulaza (L) i konstruisanje najdesnjeg
izvodenja u suprotnom smeru (R), pri ¢emu je k broj ulaznih karaktera preduvida koji se
koriste za odlucivanje pravila na osnovu kojeg se najdesnje izvodenje konstruise. U ovoj
sekciji ¢éemo prikazati osnovne koncepte LR-analize i najjednostavniji koncept za konstruk-
ciju analizatora navise prebacivanjem i svodenjem koji se naziva jednostavan LR (engl.
simple LR, skr. SLR) analizator. Postoje i neki slozeniji mehanizmi koji se zasnivaju na
ovom konceptu, kao sto su kanonski LR i LALR, o kojima neée biti re¢i u ovom tekstu.
Detaljne informacije o njima se mogu pronadi u Vitas 2006 ili Aho et al. 2007.

LR-analizatori se zasnivaju na tablicama, slicno kao i nerekurzivni LL-analizatori. Gra-
matika za koju mozemo konstruisati te tablice koriSéenjem nekih od metoda koje ¢emo
opisati se naziva LR-gramatika. Intuitivnho govoreéi, dovoljan uslov da je gramatika G
LR-gramatika, jeste da sleva nadesno analizator naviSe prebacivanjem i svodenjem moze
da prepozna rucke recenic¢nih formi kada se pojave na vrhu potisne liste.
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Neka svojstva LR-analizatora koja imaju teorijsko-prakti¢ni znacaj su:

e LR-analizatori se mogu konstruisati tako da prepoznaju gotovo sve receni¢ne kon-
strukte programskih jezika za koje se mogu napisati KS gramatike. Naravno, veé
smo diskutovali o tome da postoje KS gramatike koje nisu LR-gramatike, ali najce-
S¢e se receni¢ni konstrukti programskih jezika mogu prezapisati na takav nacéin da
gramatike u kojima oni uCestvuju zaista budu LR-gramatike.

e LR-analiza predstavlja najuopsteniji metod analize navise prebacivanjem i svodenjem
koji ne koristi vra¢anje unazad, a ipak se moze implementirati efikasno kao i neki
drugi metodi.

o Klasa KS gramatika koje prepoznaju LR-analizatori je pravi nadskup klase KS gra-
matika koje prepoznaju metode analize nanize.

Najveca mana LR-analizatora u odnosu na metode analize nanize jeste u tome $to njihova
ruc¢na konstrukcija moze biti veoma naporna. Umesto toga, oni se konstruisu automatski,
koriséenjem specijalnih softverskih paketa koji se nazivaju generatori LR-analizatora. Ta-
kav generator kao ulaz dobija KS gramatiku zapisanu u odredenom formatu i na osnovu
nje proizvodi analizator za tu gramatiku. Ako gramatika sadrzi viseznacnosti ili druge kon-
strukte koji su teski za analizu skeniranjem ulaza sleva nadesno, tada generator analizatora
prepoznaje takve konstrukte i proizvodi detaljne dijagnosticke poruke.

Veliki broj takvih alata je dostupan, a neki od primera uklju¢uju': Bison (C, C4++, Java),
Dragon (C++, Java), GOLD (x86 assembly language, ANSI C, C#, D, Java, Pascal, Object
Pascal, Python, Visual Basic 6, Visual Basic .NET, Visual C++), GPPG (C#), jay (C+#,
Java), 3S/CC (JavaScript, JScript, ECMAScript), Lark (Python), Lime (PHP), i dr.

Automat LR(0)-analize

Jedno od najvaznijih pitanja u prethodnoj sekciji koje smo postavili jeste: kako analizator
navise prebacivanjem i svodenjem ume da prepozna rucku u re¢eni¢noj formi? Na primer,
pri sadrzaju 4 T u potisnoj listi i narednom ulaznom karakteru % u primeru 6.9, kako da
analizator zakljuci da simbol T, koji se nalazi na vrhu steka nije rucka, pa da na osnovu
toga izvrsi akciju prebacivanja umesto svodenja simbola T na simbola E?

LR-analizatori resavaju konflikte prebacivanja/svodenja tako sto ¢uvaju informaciju o sta-
nju dokle se stiglo tokom procesa analize. Stanja predstavljaju skupove elemenata koje
nazivamo ajtemi.

Definicija 6.3.1 — Ajtem. LR(0) ajtem (u daljem tekstu samo ajtem) KS gramatike G =
(X,N,P,S) predstavlja pravilo iz skupa P koje sadrzi metasimbol negde u desnoj strani
tog pravila. Taj metasimbol se oznacava oznakom -. Specijalno, pravilo A — € € P
proizvodi ta¢no jedan ajtem A —» -.

Primer 6.10 Pravilo A — XYZ KS gramatike G = (£,N,P,S), gde je A € N, proizvodi
naredne ajteme gramatike G:

A— XYZ A—X-YZ A— XY -Z A—XYZ.

Intuitivno, ajtem indikuje koliki deo pravila smo videli u nekom trenutku u procesu analize.

1U zagradama pored naziva softverskog paketa su navedeni ,izlazni jezici”, odnosno programski jezici
u kojima LR-analizator moze biti generisan.
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Na primer, ajtem A — -XYZ indikuje da ocekujemo da na ulazu vidimo nisku koja se
izvodi iz XYZ; ajtem A — X -YZ indikuje da smo na ulazu videli nisku koja se izvodi iz X
i da ocekujemo dalje da vidimo nisku koja se izvodi iz YZ; ..; ajtem A — XY Z- indikuje
da smo videli desnu stranu ovog pravila i da je mozda vreme za svodenje XY Z na pomoéni
simbol A.

Kolekcija skupova LR(0) ajtema, koja se naziva kanonska LR(0) kolekcija, snabdeva osnovu
za konstrukciju deterministickog KA koji se koristi za izvodenje odluka prilikom analize.
Takav automat se naziva automat LR(0)-analize. Svako stanje ovog automata predstavlja
skup ajtema u kanonskoj LR(0) kolekciji.

Da bismo konstruisali LR(0) kolekciju za datu gramatiku, definiSemo augmentiranu grama-
tiku i dve procedure, Zatvorenjei GOTO. Ako je G = (X,N,P,S) gramatika G' = (£,N',P',S’)
koja se dobija na sledeéi nacin: N'=NU{S'}, P'=PU{S — S} predstavlja augmentiranu
gramatiku za G. Svrha uvodenja novog pocetnog pravila jeste da bi se indikovalo analiza-
toru kada da zaustavi proces analize i prihvati ulaznu nisku — prihvatanje se dogada samo
onda kada analizator treba da svede pravilom S’ — S.

Procedura Zatvorenje

Neka je I neki skup ajtema gramatike G = (X,N,P,S). Zatvorenje(I) predstavlja skup
ajtema konstruisanih iz I na sledeéi nacin:

1. Inicijalno, dodaj svaki ajtem iz I u Zatvorenje(I).

2. Ako A = o B € Zatvorenje(I) i B— y € P, onda dodaj pravilo B — -y u skup
Zatvorenje(I) ako se to pravilo veé¢ ne nalazi u njemu. Ovaj korak se ponavlja sve
dok ne postoji nijedan ajtem koji moze biti dodat u Zatvorenje(I).

Intuitivno, A = a - Bf} € Zatvorenje(I) indikuje da, u nekom trenutku tokom procesa
analize, mislimo da na ulazu mozemo da vidimo podnisku koja se izvodi iz Bf3. Ta podniska
¢e imati prefiks koji se izvodi iz B primenom nekog B-pravila. Zbog toga, dodajemo sve
ajteme B-pravila koji imaju metasimbol ajtema najlevlje, odnosno, ako je B=—> ¥ pravilo,
onda ukljuc¢ujemo B — -y u Zatvorenje(I).

Primer 6.11 Razmotrimo narednu augmentiranu gramatiku izraza:

E —E

E—E+T|T
T—TxF|F
F— (E) | id

Ako je I ={E' — -E}, tada je, prateéi proceduru opisanu iznad,

Zatvorenje(l) = {E' — ‘E,
EFE— E+T E— T
T — -TxF, T — F,
F— -(E), F — -id}
Prvo se dodaje pravilo E/ — -E na osnovu koraka (1). Zatim, posto se neterminal E

nalazi odmah nakon metasimbola ajtema, dodajemo u skup sve ajteme E-pravila koji
imaju metasimbol ajtema najlevlje: E — -E+T i E — -T. Sada se u skupu nalaze
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ajtemi koji imaju T nakon metasimbola ajtema, pa dodajemo T'— -TxF i T — -F.
Konacno, postojanje ajtema sa F nakon metasimbola ajtema vodi nas ka dodavanju
F — (E) i F — id. Vise ne mozemo dodati nijedan ajtem, pa se procedura zaustavlja.

Procedura GOTO

Procedura GOTO(I,X) ima dva argumenta: I je neki skup ajtema gramatike, a X je simbol
te gramatike. GOTO(I,X) se definiSe kao zatvorenje skupa svih ajtema oblika A — oX - 8
takvih da A — - XfB € I. Intuitivno, procedura GOTO se koristi za definisanje prelaza
u LR(0) automatu za datu gramatiku. Stanja automata odgovaraju skupovima ajtema, a
GOTO(1,X) specifikuje prelaz iz stanja I prema ulazu X.

Primer 6.12 Ako je I={E' — E-, E— E-+T}, tada je

GOTO(l,+)={E — E+-T, T —s -T*F, T —> -F,
F— (E), F— -id}

GOTO(I,+) smo izracunali tako $to smo pronasli podskup svih ajtema iz I koji imaju
+ odmah nakon metasimbola ajtema, a to je skup {E — E-+T}. Zatim se za svaki
ajtem iz tog skupa (u ovom primeru, za samo jedan) metasimbol ajtema pomeri za jednu
poziciju desno i dobija je novi skup {E — E+-T'}. Rezultat predstavlja zatvorenje ovog
skupa.

Sada kada imamo definisane ove procedure, vreme je da prikazemo proceduru za konstruk-
ciju kanonske kolekcije C skupa LR(0) ajtema. Procedura za gramatiku G = (£,N,P,S) je
sledeca:

1. Konstruisati augmentiranu gramatiku G’ na osnovu G.
2. C = Zatvorenje({S' — -S})
3. Sve dok se ne moze dodati novi skup ajtema u C, ponavljati naredni korak:
(a) Za svaki skup ajtema I u C i za svaki X € LUN:
ako GOTO(1,X) #0 i GOTO(I,X) ¢ C, onda dodaj GOTO(I,X) u C.

Primer 6.13 Razmotrimo narednu augmentiranu gramatiku izraza:

E' —E
E—E+T|T
T —TxF|F
F—(E) |id

Prateéi proceduru opisanu iznad, na osnovu kanonske kolekcije C skupa LR(0) ajtema
mozemo konstruisati automat kao na narednoj slici. Svaki put kada u koraku (3a), za
tekuée I € Ci X € XUN (ako su uslovi iz koraka ispunjeni) dodamo novi skup GOTO(I,X)
u C, tada dodajemo u automat ¢vor koji predstavlja skup GOTO(I,X) (ako on veé ne
postoji) i napravimo prelaz iz ¢vora koji odgovara skupu I prema ¢voru koji odgovara
skupu GOTO(I,X) preko simbola X. Time se GOTO kodira prelazima u automatu.
Rezultat je prikazan na slici ispod.
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LR(0)-analiza

Centralna ideja LR(0)-analize jeste u konstrukciji LR(0) automata za datu gramatiku G =
(X,N,P,S). Stanja ovog automata su skupovi ajtema iz kanonske LR(0) kolekcije, a prelazi
su dati funkcijom GOTO.

Pocetno stanje LR(0) automata je Zatvorenje({S' — -S}), gde je S’ aksiom augmentirane
gramatike G'. Sva stanja su prihvatajuéa stanja. Nadalje ¢emo pomocéu ,stanja j” u
automatu referisati na ono stanje koje odgovara skupu ajtema I; € C.

Kako LR(0) automat moze da pomogne u razreSavanju konflikata prebacivanja/svodenja?
Ova odluka se moze posti¢i na sledeé¢i nac¢in. Pretpostavimo da niska y € ZUN vodi LR(0)
automat od pocetnog stanja 0 do stanja j. Tada, primeniti tacno jednu od naredne dve
operacije:

e Ako je naredni karakter na ulazu a i stanje j ima prelaz po karakteru a, onda izvrsi
operaciju prebacivanja.

o U suprotnom, izvrsi operaciju svodenja; ajtemi u stanju j ¢e nam reéi koje pravilo
je potrebno koristiti za to svodenje.



124 Glava 6. Sintaksicka analiza

Algoritam LR-analize koji ¢emo uvesti u podsekciji 6.3.2 koristi potisnu listu da cuva
informaciju o stanjima kao i o gramatickim simbolima; zapravo, gramaticki simbol se
moze rekonstruisati iz stanja, tako da potisna lista ¢uva stanja.

Pogledajmo sada primer analize LR(0) automata i kako potisna lista stanja moze da se
koristi za odlucivanje u slucaju prebacivanje/svodenje konflikata.

Primer 6.14 Neka je potrebno analizirati ulaznu nisku id *id koris¢enjem LR(0) automata
konstruisanom u primeru 6.13. Koristicemo potisnu listu za ¢uvanje stanja. Takode,
prikaza¢emo informaciju o gramatickom simbolu koji odgovara stanju na potisnoj listi
u narednoj tabeli u koloni Simboli.

’ Korak ‘ Potisna lista ‘ Simboli ‘ Ulaz ‘ Akcija

1 0 o idxid - | Prebacivanje na 5

2 05 —id xid - | Svodenje F — id

3 03 F xid - | Svodenje T — F

4 02 4T xid - | Prebacivanje na 7

) 027 =T id - | Prebacivanje na 5

6 0275 4T xid - | Svodenje F — id

7 02710 AT xF - | Svodenje T — T % F
8 02 44T -1 | Svodenje E — T

9 01 —HE -1 | Prihvatanje

U koraku 1, potisna lista sadrzi pocetno stanje 0 automata; odgovarajuc¢i simbol je
marker kraja ulaza -. Naredni ulazni token je id i stanje 0 ima prelaz po id u stanje
5. Dakle, vr§imo akciju prebacivanja. U koraku 2, stanje 5 (token id) se dodaje na
vrh potisne liste. Naredni ulazni token je *. Kako nemamo prelaz iz stanja 5 po x*,
vrsimo svodenje. Na osnovu ajtema F' — id- u stanju 5, pravilo na osnovu kojeg se vrsi
svodenje je F — id.

Svodenje se implementira tako Sto:

o Kada su u pitanju simboli, sa vrha potisne liste se brise desna strana prepoznatog
pravila (u koraku 2, desnu stranu ¢iji niska sa jednim tokenom id), a zatim se na
vrh potisne liste dodaje leva strana prepoznatog pravila (u ovom slucaju, F).

o« Kada su u pitanju stanja, sa vrha potisne liste se brise stanje 5 za simbol id, sto
nas ponovo dovodi u stanje 0 koje se sada nalazi na vrhu potisne liste, a zatim
se iz stanja 0 trazi prelaz po simbolu F (leva strana pravila). Kako stanje 0 ima
prelaz po F u stanje 3, tako se stanje 3 dodaje na vrh potisne liste, zajedno sa
simbolom F'; videti korak 3.

Proces se dalje ponavlja sve dok automat ne prijavi uspeh ili gresku.

6.3.2 Opsti algoritam LR-analize

U ovoj sekciji éemo detaljno prikazati algoritam LR-analize. Shematski prikaz LR-analizatora
je dat na slici 6.3. Vidimo da se on sastoji od nekoliko elemenata: ulazna struja (input),
izlazna struja (output), potisne liste (stack), pogonskog programa (LR Parsing Program)

i tablice analize (parsing table) koja se sastoji od dva dela (ACTION i GOTO). Svaki
LR-analizator ima isti pogonski program; samo se tablice analize razlikuju medu njima.

Pogonski program ¢ita karaktere iz ulazne struje sleva nadesno. Kao sto bi analizator
navise prebacivanjem i svodenjem prebacivao simbol, LR-analizator prebacuje stanje. Po-
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tisna lista sadrzi niz stanja sgs; - - - 5, pri cemu je s, na vrhu potisne liste. Pri tome, samo
simbol stanja koji je na vrhu potisne liste je od znacaja za dalji tok analize. Ova stanja
predstavljaju stanja deterministickog KA koji prepoznaje radne prefikse receni¢nih formi
u najdesnjem izvodenju. Svako stanje sumira informaciju koja se nalazi u potisnoj listi
ispod njega. Pocetni sadrzaj potisne liste je pocetno stanje ovog automata.

Prema konstrukciji, svako stanje ima odgovarajuéi simbol gramatike. Prisetimo se da
stanje odgovara skupu ajtema i da postoji prelaz od stanja i ka stanju j ako GOTO(I;,X) =
I;. Sviprelazi ka stanju j moraju biti za isti gramaticki simbol X. Svako stanje, osim stanja
0, ima jedinstveni gramaticki simbol koji se asocira sa njim.

Input |a1 | -+ |ai |- lan |8
LR
Stack Sm [ Parsing ——  Qutput
St Program

2 A

ACTION | GOTO

Slika 6.3: Model LR-analizatora.

Struktura tablice LR-analize
Tablica analize se sastoji od dva dela; procedure ACTION i GOTO:

1. Procedura ACTION za argumente ima stanje i i terminal a (ili marker kraja ulaza
). Vrednost ACTION]i,a] moze imati jednu od naredne Cetiri forme:
(a) Prebacivanje na j, gde je j stanje automata. Ova akcija analizatora prebacuje
ulazni simbol a na vrh potisne liste, ali samo sto se koristi stanje j da predstavi
simbol a.
(b) Svodenje A — B. Ova akcija analizatora vrsi svodenje desne strane pravila 8
sa vrha potisne liste na levu stranu pravila A.
(¢) Prihvatanje. Analizator prihvata ulaznu nisku i analiza se zaustavlja.
(d) Greska. Analizator prepoznaje da je doslo do greske u ulaznoj struji i prijavljuje
gresku.
2. Prosirujemo proceduru GOTO, koju smo prethodno definisali na skup ajtema, na
stanja: ako GOTO|l;,A] =1;, onda GOT O takode preslikava stanje i i neterminal A u
stanje j.

Ponasanje LR-analizatora

Da bismo opisali ponasanje LR-analizatora, pomoé¢i ¢e nam da imamo notaciju kojom
prestavljamo kompletno stanje analizatora: njegovu potisnu listu i preostali ulaz.
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Definicija 6.3.2 — Konfiguracija LR-analizatora. Konfiguracija LR-analizatora predstavlja
uredeni par

(081" Sm, @itit1 -+ an )

gde je prva komponenta sadrzaj potisne liste (vrh potisne liste ¢ini najdesnje stanje), a
druga komponenta predstavlja preostali ulaz.

Kada se analizator nade u konfiguraciji (sosi---Sm, @i@i+1---a, 1), njegov naredni korak
zavisi od:

o karaktera a; koji ¢e biti procitan,
o tekuceg ulaznog simbola,
e Su, odnosno, stanja na vrhu potisne liste

Analizator, na osnovu ovih informacija, konsultuje vrednost ACTION[sy,,a;] u tablici ana-
lize. Konfiguracija koja predstavlja rezultat narednog koraka zavisi od dobijene vrednosti
na jedan od naredna cetiri nacina:

1. Ako je ACTION[sy,,a;] = Prebacivanje na s, tada analizator izvrsava operaciju preba-
civanja; on prebacuje stanje s na potisnu listu i ulazi u konfiguraciju

(5081 SmS, Qi1+~ an )

Simbol g; ne mora da se ¢uva na potisnoj listi, zato sto se moze rekonstruisati uvidom
u s sa vrha potisne liste?. Trenutni ulazni simbol je ajy.

2. Ako je ACTION|sp,ai| = Svodenje A — B3, tada analizator izvrSava operaciju svode-
nja; on ulazi u konfiguraciju

(081" Sm—rS, Qi@it1+"-ay )

gde je r=|B| i s = GOTOl[sy—r,A]. U ovom slucaju, analizator je prvo obrisao sa
vrha potisne liste r stanja, tako da se na vrhu potisne liste nalazi stanje s,,_,. Zatim,
analizator dodaje na vrh potisne liste stanje s = GOT Olsy,—,,A]. Tekuéi ulazni simbol
se ne menja u slucaju operacije svodenja.

3. Ako je ACTION|sy,a;] = Prihvatangje, analiza je uspesno zavrsena.

4. Ako je ACTION|sy,a;] = Greska, analiza je neuspesno zavrsena i prijavljuje se greska.

Opsti algoritam LR-analize je dat procedurom ispod. Kao $to smo veé¢ napomenuli, svi LR-
analizatori ovu analizu vrse na isti nacin; jedina razlika je u nac¢inu konstruisanja ACTION
i GOTO procedura u tablici analize.

Neka je za gramatiku G = (X,N,P,S) konstruisana tablica analize i neka je data niska
w € X*. Opsti algoritam LR-analize se sastoji od narednih koraka:

1. Inicijalizacija. Na pocetku rada analizatora, potisna lista sadrzi pocetno stanje sy,
a ulazna struka sadrzi nisku w - (gde je 4 marker kraja ulaza). Neka promenljiva p
pokazuje na prvi simbol niske w.

2. Iteracija. Neka je s simbol stanja na vrhu potisne liste, a a simbol niske w na koji
pokazuje promenljiva p. Tada, sve dok je to moguce, ponavljati korake:

(a) Ako je ACTION[s,a] = Prebacivanje na t, onda:
i. Dodati f na vrh potisne liste.

27U praksi se ¢esto ni ne zahteva rekonstrukcija proéitanog simbola, tako da ovo svakako ne predstavlja
nedostatak.
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ii. Povecati promenljivu p da pokazuje na naredni ulazni simbol niske w.
(b) Ako je ACTIONI|s,a] = Svodenje A — B, onda:
i. Sa vrha potisne liste obrisati || simbola.
ii. Neka je stanje f ono koje je sada na vrhu potisne liste.
iii. Dodati GOTO(t,A) na vrh potisne liste.
(c) Ako je ACTION]|s,a] = Prihvatanje, zavrsi analizu i prijavi w € Z(G).
(d) Ako je ACTIONI|s,a] = Greska, prijavi gresku.

Opisani postupak ne precizira kakvu akciju treba preduzeti u slucaju pojave nekog od
konflikata u LR-analizi. Ovo potice otuda Sto se konflikti razresavaju na nivou tablica
analize. Sama pojava konflikata zavisi od pravila LR-gramatike. Kod razli¢itih potklasa LR-
gramatika, na razli¢ite nac¢ine se obraduje preduvidni simbol (kao sredstvo za otklanjanje
konflikata). Kako se tablice analize formiraju na osnovu pravila gramatike i, eventualno,
preduvidnog simbola, njihov sadrzaj moze biti razlicit. Na osnovu toga, razlikuju se sledeée
potklase LR-gramatika:

1. LR(0), ako su tablice analize formirane bez obzira na preduvidni simbol, a u procesu
analize se ne javljaju konflikti.

2. SLR(1), ako je konflikte koji se javljaju u LR(0)-analizi moguée otkloniti uzimajuéi
u obzir sve skupove Sledeéi simbola gramatike.

3. LALR(1) (skraceno od engl. lookahead LR(1)), ako je konflikte koji su se pojavili u
SLR(1)-analizi moguée otkloniti ogranic¢avanjem skupova Sledeéi samo na one simbole
koji su neophodni da bi se izvrsila akcija svodenja.

4. Kanonska LR(1), ako je za razreSavanje konflikata u LALR(1)-analizi potrebno jednoj
reCeni¢noj formi dodeliti viSe stanja automata.

Tablice SLR(1)-analize

Metod SLR(1)-analize zapocinje kreiranjem LR(0) ajtema i LR(0) automatom koje smo
uveli u podsekciji 6.3.1. Drugim rec¢ima, za datu gramatiku G, konstruiSemo augmentiranu
gramatiku G’ sa novim aksiomom S§’. Na osnovu G, konstruiSemo C, kanonsku kolekciju
skupa ajtema iz G’ zajedno sa funkcijom GOTO. Za konstruisanje tablice, neophodno nam
je da znamo skupove Sledeci(A) za svaki pomoéni simbol A iz gramatike.

Procedura konstrukcije tablica SLR(1)-analize je data narednim koracima:

1. Konstruisati C = {ly,11,...,I,} kanonsku kolekciju skupova LR(0)-ajtema na osnovu
gramatike G'.
2. Konstruisati stanje i na osnovu skupa ajtema I;. Akcija automata za stanje i se
odreduje na osnovu slede¢ih uslova:
(a) Ako je ajtem A — a-af € I; i GOTO(I;,a) = I}, onda postavi vrednost u tablici
ACTION]i,a] na Prebacivanje na j. Simbol a mora biti terminal.
(b) Ako je ajtem A — o € I;, onda postavi vrednost u tablici ACTION[i,a] na
Svodenje A — & za svako a € Sledeé¢i(A). Simbol A ne sme biti §'.
(¢) Ako je ajtem §" — S- € [;, onda postavi vrednost u tablici ACTION[i,] na
Prihvatange.

Ako dode do bilo kakvog konflikta na osnovu pravila (2a), (2b) ili (2¢), kazemo
da gramatika nije SLR(1). U tom slucaju, zaustaviti proceduru i prijaviti da
nije moguce konstruisati SLR(1)-analizator.
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3. Za svaki pomo¢éni simbol A, konstruisi tablicu GOT O za stanje i na osnovu narednog
pravila:

Ako je GOTO(I;,A) = I;, onda postavi vrednost u tablici GOTO[i,A] = j.

4. Sve vrednosti u tablicama ACTION i GOT O koje nisu nastale kao proizvod primene
koraka (2) i (3) postaviti na Gre§ka

skupa ajtema koje sadrzi ajtem § — -S.

Primer 6.15 Potrebno je konstruisati SLR(1)-tablice analize za augmentiranu gramatiku
izraza Cija pravila numerisemo na slede¢i nacin:

0.S— EH 1.E—E+T 2.E—T
3. 7" —-T+F 4. T—F 5.F — (E)
6. F —id

Izracuvajmo prvo skupove Prvi i Sledeéi za datu gramatiku:

Prvi(S) = Prvi(E) = Prvi(T) = Prvi(F) = {(,id},
Sledeci(S) = {1},
Sleded¢i(E) = {,+,)},
)

Sledeci(T) = Sledec¢i(F) = {H,+,),*}.

Kanonska kolekcija skupa LR(0)-ajtema i GOT O za datu gramatiku su prikazani na slici
u primeru 6.13.

Razmotrimo prvo skup ajtema Iy:

E — E
E— E4+T
E—.T
T — -TxF
T — F
F — (E)
F—.id

Na osnovu ajtema F — -(E), upisujemo ACTION|0,(] = Prebacivanje na 4, dok na
osnovu ajtema F — -id upisujemo ACTION|0,id] = Prebacivanje na 5. Drugi ajtemi u
Iy ne proizvode nikakve akcije.

Razmotrimo sada skup ajtema I:

E —E-
E—F -+T

Na osnovu prvog ajtema upisujemo ACTION|[1,4] = Prihvatanje, dok na osnovu drugog
ajtema upisujemo ACTION|1,+] = Prebacivanje na 6.
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Razmotrimo sada skup ajtema I:

E—T-
T — T -xF

Kako vazi da je Slede¢i(E) = {-,+,)}, to na osnovu prvog ajtema upisujemo
ACTION([2,H] = ACTION[2,+] = ACTION|2,)] = Svodenje E —> T

Na osnovu drugog ajtema upisujemo ACTION|[2,*] = Prebacivanje na 7.

Nastavljanjem ovog procesa, dobijamo ACTION i GOTO tablice prikazane u narednoj
tabeli. Napomenimo da ¢emo pisati skracene oznake za vrednosti ovih tablica na slede¢i
nacin:

Oznaka sj oznacava akciju Prebacivanje na j (skra¢eno od engl. shift j).

Oznaka rp oznacava akciju Svodenje r, gde je r numeracija nekog pravila A —
B eP.

Oznaka acc oznacava akciju Prihvatanje.

Prazno polje u tablici oznacava akciju Greska.

ACTION GOTO
STATE

id + = ( ) $ E T F

0 89 s4 1 2 3
1 s6 acc
2 r2  s7 r2  r2
3 rd r4 r4 r4

4 SO s4 & 2 3
D r6 6 r6  r6

6 S0 s4 9 3

7 SO s4 10

8 SO s11

9 rl  s7 rl rl
10 r3  r3 r3  r3
11 ry ry rd

Neka je sada potrebno analizirati nisku w = id x id + id koriS¢enjem SLR(1)-analizatora.
Rezultat analize je dat narednom tabelom.
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STACK SYMBOLS INpPUT ACTION

(1) 10 id «id +id § | shift

(2) 105 id x1d +1d $ | reduce by F — id

3)103 F *1d +1d $ | reduce by T — F

4) |02 T +id +1id$ | shift

G)|o27 |T+ id+id$ | shift

6) 10275 | Txid +id§ | reduce by F' — id

(M |02710 | TxF +id$ | reduce by T = T % F

(8) 102 T +1id$ | reduce by F = T

9) 01 E +1id$ | shift
(10) [016 E+ id§ | shift
(I1y (o165 | E+id $ | reduce by I’ — id
(12) |0163 | E4+F $ | reduceby T — I
(13) |0169 | E4+T $ | reduce by E - E+T
(14) |01 E $ | accept

6.4 Pitanja i zadaci

Pitanje 6.1 Koje vrste sintaksickih analizatora postoje?

Pitanje 6.2 Sta su univerzalni sintaksi¢ki analizatori? Koje su njihove prednosti, a koje su
mane u odnosu na ostale vrste analizatora?

Pitanje 6.3 Sta su sintaksi¢ki analizatori nanize? Koje su njihove prednosti, a koje su
mane u odnosu na ostale vrste analizatora?

Pitanje 6.4 Sta su sintaksi¢ki analizatori navise? Koje su njihove prednosti, a koje su mane
u odnosu na ostale vrste analizatora?

Pitanje 6.5 Koja je osnovna ideja sintaksne analize nanize?

Pitanje 6.6 Sta predstavlja tehnika vra¢anja unazad? Cemu ona sluzi?

Pitanje 6.7 Sta predstavlja marker kraja ulaza? Cemu on sluzi? Sta su prosirene gramatike
i kakve veze one imaju sa markerima kraja ulaza?

Pitanje 6.8 Ukratko opisati tehniku rekurzivnog spusta.

Pitanje 6.9 Detaljno napisati proceduru za konstrukciju sintaksickog analizatora koji kori-
sti tehniku rekurzivnog spusta bez vra¢anja unazad.

Pitanje 6.10 Koje jezike mogu da prepoznaju sintaksic¢ki analizatori tehnikom rekurzivnog
spusta bez vra¢anja unazad? A sa vracanjem unazad? Ukratko opisati kako se implemen-
tira vra¢anje unazad u rekurzivnom spustu.

Pitanje 6.11 Da li se procedura rekurzivnog spusta uvek zaustavlja ako je ona implemen-
tirana:

1. bez vrac¢anja unazad?
2. sa vra¢anjem unazad?

Obrazloziti detaljno.

Pitanje 6.12 Koji je potreban uslov za zaustavljanje procedure rekurzivnog spusta?
Pitanje 6.13 Koji su skupovi vazni u LL-analizi? Kako se oni dobijaju?

Pitanje 6.14 Koja je uloga e-pravila u LL-analizi? Navesti primer upotrebe.

Pitanje 6.15 Sta je tablica LL-analize? Kako se ona konstruise?

Pitanje 6.16 Ako bi vam bila dostupna tablica LL-analize M za neku gramatiku G, kako
biste implementirali sintaksicki analizator tehnikom rekurzivnog spusta koji prepoznaje
gramatiku G na osnovu date tablice M?
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Pitanje 6.17 Kako je moguée implementirati nerekurzivnu analizu navise? Po ¢emu se ona
razlikuje on rekurzivne analize navise?

Pitanje 6.18 Kako se zapocinje proces nerekurzivne LL-analize?

Pitanje 6.19 Ukratko opisati sta se radi u svakoj iteraciji nerekurzivne LL-analize.

Pitanje 6.20 Sta radi sintaksicki analizator na kraju nerekurzivne LL-analize?

Pitanje 6.21 Kratko opisati ideju sintaksne analize navise. Za datu gramatiku G i ulazna
niskaw, Sta analiza navise konstruise ako w € Z(G)?

Pitanje 6.22 Sta je svodenje u analizi naviSe? Dati primer svodenja na proizvoljnoj gra-
matici i ulaznoj niski.

Pitanje 6.23 Opisati ukratko pojam rucke u analizi navise. Da li za datu receni¢nu formu
u najdesnjem izvodenju moze postojati samo jedna rucka ili vise njih? Od cega to zavisi?
Pitanje 6.24 Formalno definisati pojam rucke u analizi navise.

Pitanje 6.25 Opisati proces pokresivanja rucke.

Pitanje 6.26 Opisati analizu navise prebacivanjem i svodenjem. Koje su operacije koje
analizatori ovog tipa izvode.

Pitanje 6.27 Opisati pocetno i zavrsno stanje analizatora navise prebacivanjem i svode-
njem.

Pitanje 6.28 Sta su konflikti? Koje vrste konflikata postoje?

Pitanje 6.29 Opisati ukratko osnovnu ideju LR-analizatora. Koje vrste njih postoje? Na-
vesti bar 5 softverskih paketa koji ih generisu.

Pitanje 6.30 Koje su prednosti, a koje su manje LR-analizatora u odnosu na LL-analizatore?
Pitanje 6.31 Sta je ajtem? Navesti primer pravila neke KS gramatike i ajtemi koji se
proizvode iz tog pravila.

Pitanje 6.32 Sta je sve neophodno da uradimo da bismo mogli da konstruiSemo automat
LR(0)-analize?

Pitanje 6.33 Sta je zatvorenje? Kako se ono konstruise?

Pitanje 6.34 Sta je GOTO? Kako se ono konstruise?

Pitanje 6.35 Sta je kanonska kolekcija skupa ajtema? Kako se ona konstruise?

Pitanje 6.36 Koja je osnovna ideja LR(0)-analize? Kako LR(0) automat moze da pomogne
u razresavanju konflikata prebacivanja/svodenje?

Pitanje 6.37 Od kojih elemenata se sastoji svaki LR-analizator? Prikazati te elemente
shematski i dati kratak opis za svaki od njih.

Pitanje 6.38 Od kojih delova se sastoji tablica analize u LR-analizatorima? Koje su mogudée
vrednosti tih delova?

Pitanje 6.39 Definisati konfiguraciju LR-analizatora.

Pitanje 6.40 Kako LR-analizator vrsi prebacivanje automata iz jedne konfiguracije u drugu?
Detaljno opisati ovaj proces.

Pitanje 6.41 Detaljno opisati opsti algoritam LR-analize.

Pitanje 6.42 Na osnovu cega se razlikuju potklase LR-gramatika? Koje vrste ovih potklasa
postoje?

Pitanje 6.43 Detaljno opisati proceduru konstrukcije tablica SLR(1)-analize.

Zadatak 6.44 Neka je data naredna gramatika:

S— AB
A—dAb | €
B—cB|d

1. Uvidom u data pravila ispitati da li je gramatika LL(1). Obrazloziti odgovor.
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. Odrediti skupove Prvi i Sledeéi za datu gramatiku.

. Konstruisati tablicu LL-analize.

. Analizom dobijenih skupova i tablice ispitati da li je gramatika LL(1). Obrazloziti
odgovor.

Zadatak 6.45 Koristeci tablicu konstruisanu u primeru 6.4, simulirati rad nerekurzivnog
analizatora aritmetickih izraza za slucaj kada se na ulazu pojavi niska

= (b+ (b+D))*b.

Napisati najlevlje izvodenje koje se dobija radom analizatora. m

Zadatak 6.46 Posmatrajmo naredni fragment koda programskog jezika C:

int a;
float *b, a, c[10];
char **c, b;

Gramatika G = (X,N,P,S) koja je u stanju da prepozna dati fragment koda data je
pravilima:

fragment — niz_dekl -
niz_dekl — niz_dekl dekl | €
dekl — tip niz_prom TZ
tip — INT | FLOAT | CHAR
niz__prom — niz_prom ZAP prom ] prom
prom —» niz_zv ID dim
niz_zv.— niz_zv ZV | €
dim — LZ BROJ DZ | ¢
gde je:

o X={INT,FLOAT,CHAR,TZ,ZAP,ID,ZV,LZ,BROJ,DZ},
o N ={fragment,niz_dekl,dekl,tip,niz__prom, prom,niz_zv,dim} i
o S= fragment.

Da li je data gramatika LL(1)? Obrazloziti odgovor.

Ukoliko nije LL(1), transformisati je tako da se dobije LL(1) gramatika.

Odrediti skupove Pruvi i Sledeéi.

Kreirati tablicu LL-analize.

Metodom rekurzivne LL-analize napisati najlevlje izvodenje koje izvodi gornji
fragment koda.

6. Metodom nerekurzivne LL-analize napisati najlevlje izvodenje koje izvodi gornji
fragment koda.

S 80 =
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Zadatak 6.47 Neka je data gramatika G:

1. A— Aa
2.A—B
3.B— bB
4. B— b

SLR(1)-analizom proveriti da li re¢ w = bbbaaa pripada jeziku .Z(G).

Zadatak 6.48 Neka je data gramatika G:

1.S— AB
2. A — aAb
3.A— ¢
4. B— cB
5.B—d

SLR(1)-analizom proveriti da li re¢ w = aabbccd pripada jeziku Z(G).

Zadatak 6.49 Neka je data gramatika G:

1.A— XY
2.A—YX
3. X —xX
4. X — ¢
50Y —Yy
6. Y —x

SLR(1)-analizom proveriti da li re¢ w = xxyy pripada jeziku Z(G).
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(7. Semanticka analiza

Kontekstno slobodne gramatike su ogranicene kada su upitnaju greske koje mogu da ot-
kriju. Na primer, pravila domasaja promenljivih, nesaglasne tipove u iskazu dodele, ne-
adekvatne konverzije i slicno. Takve greske se ne mogu otkriti samo na osnovu pravila
gramatike. Kontekstno slobodne gramatike, kao Sto je opisano u prethodnim sekcijama,
koriste za sintaksicku analizu.

Jedan nacin kako da se gramatika prosiri ovakvim ograni¢enjima pruzaju atributske gra-
matike. Ovakve gramatike su veoma slozene za specifikaciju realnih pravila o tipovima u
jezicima. Sve dok atributska gramatika specifikuje pravila saglasnosti tipova, ta se pravila
mogu izraziti i kao akcije kojima se ispituje da li su pravila saglasnosti zadovoljena.

Atributske gramatike

Atributske gramatike su KSG koje podrazumevaju da je svakom gramatickom simbolu
dodeljen skup atributa. Atributi dobijaju svoju vrednost u nekom évoru stabla sintaksicke
analize na osnovu semantickih pravila pridruzenih pravilu izvodenja koje je dodeljeno tom
¢voru.

Definicija 7.1.1 Atribut je svaka informacija pridruzena simbolima gramatike. Token
ima bar jedan atribut - leksemu kojoj je pridruzen, a moze imati i druge atribute.

Primer 7.1 Neka je zadata sledeéa gramatika:

E — E+E
| ExE
| (E)
| br
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Njom zelimo da opisemo izraz (br+br«br)*br i izra¢unamo njegovu vrednost. Primetimo
da ovo nije ni LR ni LL gramatika. Imamo i shift-reduce i reduce-reduce konflikte.

Leksicki analizator nam vraca tokene, ali i vrednosti koje su njima pridruzeni. Pri-
druzuje vrednosti koje ¢ita sa ulaza. Npr, neka je na ulazu izraz:

(3+5%2)x10.

Pretpostavljamo da token br ima atribut v, sto se obelezava br.v i pretpostavljamo da
je leksicki analizator taj koji pridruzuje vrednosti. Vrednost izraza racunamo:

(br+br*br)>x<br,
~— M~ ~ ~~
3 2 10
———
10

W

~~

13

13

-

130

Sto se Cesée obelezava stablom izvodenja:

SN,
S
SN
VN

| |

Listovi stabla su tokeni. Kre¢emo od pretpostavke da je leksicki analizator obavio svoj
posao i da svaki list stabla ima svoju vrednost. Izracunavanje se vrsi odozdo-navise,
a opisujemo ga programskim kodom koji pridruzujemo pravilima. Prikazimo kako se
izracunavanje vrsi na stablu izvodenja. Svakom listu su u leksickoj analizi dodeljene
vrednosti (obelezeno crvenom bojom), a ostalim ¢vorovima dodeljujemo vrednosti prema
pravilima izracunavanja (obelezeno plavom bojom):
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E[130]

/N
E[13] * E[10]

| l
( E\) br

AN

E[3] + E[10]

PN
br[3] E[5] * E[2]

| l

br br

Pridruzimo pravila izracunavanja nasoj gramatici. Obelezi¢emo svako slovo E u pravilu
razli¢itim brojem, kako bismo razlikovali koju vrednost kada koristimo. Izracunavanja
¢emo pisati u viticastim zagradama pored pravila:

E'! — E’+E® {E'wv=E’v+E3v}
|  E*xE3 {E'w=E2v+E’v}
\ (E*) {E'v=E%y}
| br {E'v = brv}

U YACC-u to zapisujemo na sledeéi nacin:

E : E'+E {$$=8$1+9%3;}

| EE {$$=81x$3;}

| CCEYY {$$=92}

| br {$$ =91}
Primetimo da u YACC-u svaki token ima vrednost, a mi biramo da li éemo ih kori-
stiti ili ne. Zato je, na primer, za vrednost izraza u prvom pravilu (Sto se u YACC-u
obelezava sa $$) koristimo $1 i $3, jer je $2 vrednost tokena +, koju ne koristimo. Sli¢no
i u ostalim pravilima.

Svaki simbol gramatike ima svoje atribute. Pravilima gramatike se dodaju akcije koje
omogucavaju izracunavanje atributa. U opstem slucaju, svakom pravilu gramatike A — a
je dodeljen skup semantickih pravila oblika b := f(cy,c2,...,¢,), gde je f neko preslikavanje.
Kaze se da atribut b zavisi od atributa cy,c»,...c,. Razlikujemo 2 vrste atributa:

1. Sintetizovani atributi — vrednost atributa simbola sa leve strane racunamo na osnovu
vrednosti atributa simbola sa desne strane. U stablu izvodenja to predstavlja kreta-
nje odozdo-navise.

2. Nasledeni atributi — vrednost atributa simbola sa desne strane izracunavamo na
osnovu vrednosti atributa simbola koji mu prethode (u stablu, ,otac” i ,starija
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brac¢a”). U stablu izvodenja to predstavlja kretanje odozgo-naniZe i sleva nadesno.

Dakle, moguéa su tri smera kretanja kroz stablo. Zdesna nalevo nije moguée jer bi to
znacilo da koristimo vrednost atributa nekog simbola koji jos nismo procitali.

Gramatika je S-atributska ako su u njoj svi atributi sintetizovani, a L-atributska ako su svi
atributi u njoj ili sintetizovani ili nasledeni, pri ¢emu svaki nasledeni atribut zavisi samo
od nasledenih atributa oca, i/ili nasledenih ili sintetizovanih atributa starije brace. Ova
svojstva omogucavaju da se atributi racunaju obilaskom stabla izvodenja u dubinu, sa leva
na desno, pri ¢emu se nasledeni atributi racunaju u dolasku, a sintetizovani u odlasku iz
odgovarajuceg ¢vora.

Primer 7.2 Primer S-gramatike: kreiranje apstraktnog sintaksnog stabla (atributi su po-
kazivaci na ¢vorove u stablu):
E — E+T {$$.pok=mk_node('+',$1.pok,$3.pok);}
| T  {$$.pok = $1.pok;}
| F {$$.pok = $1.pok; }
F — (E) {$$.pok=$2.pok;}
| id  {$$.pok =mk_leaf(id.lex);}

pri cemu je id.lex leksema koja je pridruzena tokenu id.

Primer 7.3 S-gramatika koja odreduje tip izraza, uz proveru ispravnosti tipova. U ovom
primeru pretpostavi¢emo striktnu varijantu gde nema implicitnih konverzija tipova.

E — E+T {if($1.tip! =$3.tip)
error("type error”);
else
$$.2ip = $1.1ip; }
| T {$$.tip = $1.tip; }
] F  {$$.tip = $1.tip; }
F — (E) {$$.tip=9%21ip};
y id  {$$.tip=id.tip};

pri ¢emu je id.tip odreden prilikom deklaracije promenljive i informacija o tome je upi-
sana u tabelu simbola.

Pogledajmo konkretnu situaciju gde se koriste nasledeni atributi:

Primer 7.4 Napisati atributsku gramatiku za sledeéi fragment koda:
int a, b;

stablo izvodenja u ovom slucaju izgleda:



7.1 Atributske gramatike 139

dekl

PN

tip Ip TZ

L /IN

INT ID ZAP Ip

|

ID

U ovom slucaju lp nasleduje svoj tip od svog ,starijeg brata” tip, a tip sintetiSe kon-
kretnu vrednost od ,sina” INT. Prikazimo tok podataka na stablu izvodenja radi de-

taljnije ilustracije:

dekl
tip-————— - - Ip TZ

¥
INT ID ZAP Ip

I
I
I
I

A4

ID

Gramatika koja opisuje ovaj kod (pravila sada umeéemo u sredinu kada su nasledena)

izgleda:
dekl — tip {lp.t+tip.t} Ip
Ip! — ID ZAP {ID.t =1p*t=1p't} Ip?

y ID  {IDit=Ip*t}
tip — INT
| FLOAT

Primer 7.5 Neka je zadata gramatika

A — BC {$5=81+2+$2;}

B — BbB {$$=$1-93;}
| C {$$ =2%31;}

C — CaC {$$=3x$1+9$2;}
| x {$$=151;}

i niska ,,xbxx”, pri ¢emu tokeni niske imaju redom atribute 1, 2, 3 i 4. Izracunati

vrednost celog izraza.

Najpre treba pronaci izvodenje zadate niske u zadatoj gramatici. Za nisku xbxx nije
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tesko naéi izvodenje:

A =— BC = BbBC — CbBC =—> CbCC =" xbxx.

Dalje nije problem. Treba nacrtati stablo izvodenja i propagirati vrednosti atributa
odozdo-nagore prema pravilima gramatike. Iz stabla izvodenja:

\n
/N

B [-4] C[4]

/N

B[2] b[2] B[6] x[4]

L

chi]  cls

| l
«[1]  x[3]

dobijamo da je vrednost izraza jednaka 4.
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